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PRÉFACE. 


Ées propriétés des Courbes et des Surfaces, 
démontrées par le concours de l’Algèbre et de 
la Géométrie , forment une des plus belles 
inventions de^modernes , et montrent toute la 
fécondité et les richesses de l’analyse. 

Lorsqu’on abandonne les Elémens pour.s’oc- 
ciiper des Courbes du second ordre , on ne suit 
encore qu’avec peu d’assurance la marche des 
calculs } mab dès qu’on s’est accoutumé aux 
diverses formes de l’Algèbre , elle se dépouille 
de ses difficultés , et devient le guide le plus sûr 

qui puisse nous conduire à la vérité. 

• 

Je n’ai donc pas hésité d’entrer dans tous les 
détails des opérations, pour que la théorie que 
je présente soit à la portée de tous ceux qui 
auront les notions les plus élémentaires. 

La clarté dans un ouvrage scientifique étant 
d’autant plus grande que la liaison des idées^ 
s’y trouve moins interrompue , j’ai cherché à 
établir un enchaînement de propositions tel 
que toujours celle qui précède prépare à celle 
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viij PRÉFACE, 

qui suit , et que le même ordre subsiste dans, 
les divisions principales de cet ouvrage , dont 
je vais donner une légère analyse. 

Convaincu de la difficulté qu’on éprouve 
toujours à saisir des préceptes généraux lors- 
qu’on ignore les circonstances auxquelles ils 
doivent leur origine , je commence dans les 
notions préliminaires par résoudre analytique- 
ment un problème de géométrie -, je fais remar- 
quer dans ce ■problème les trois parties de sa 
solution , qui consistent à le mettre en équa- 
tion à obtenir la valeur de l’inconnue , et à la 
construire. Résolvant ensuite divers problèmes, 
je m’attache particulièrement à* donner les 
moyens de traduire l’énoncé d’une question en 
langage algébrique , et à montrer comment il 
faut interpréter toutes les solutions qui nous 
sont données par la combinaison des signes. 

La seconde division de cet ouvrage est une 
suite immédiate des notions préliminaires -, car 
après avoir résolu les problèmes déterminés , 
on doit s’occuper des indéterminés, et examiner 
quels sont les moyens de construire cette mul- 
titude de valeurs différentes de l’inconnue, don- 
nées par les problèmes de ce genre ; ce qui 
nous conduit au système des points déterrninés 


PRÉFACE. ix 

/ 

par une équation , et par conséquent à la 
, théorie des lignes qui sont les lieux des équa- 
• lions. 

Il était essentiel de prouver la continuité de 
ces lignes indcpendan;iment des considérations 
tirées de Tinfini. C’est le but que je me suis 
proposé dan^ ma démonstration relative à cet 
objet. , • 

De toutes les équations à deux variables celle 
de la ligne droite est la plus simple ; je Ta dé- 
montre sans employer le secours étranger de 
la trigonométrie ; mais je fais ensuite remar- 
quer qu’une des constantes de cette équation 
est égale à la tangente trigonomélrique de 
l’angle formé par la droite avec l’axe des abs- 
cisses. Je donne ensuite des démonstrations de. 
tous les cas qui résultent des diverses positions 
de la ligne droite sur un plan. ; 

En généralisant l’idée d’après laquelle on y 
a lixé cette droite, j’amène la recherche de l’é- 
quation de la ligne droite assujettie à passer 
par des points donnés , et je démontre' la symé- 
trie de cette équation ^ar rapport aux deux 
indéterminées. 

A 


Après avoir consjdéré la ligne droite comprise 
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« 

entre deux points , on peut desirer de con- 
naître l’expression de la distance de ces deux 
points ; cette expression nous conduit à l’équa- 
tion du cercle à laquelle succède la solution 
des problèmes de géométrie analytique à deux 
dimensions. • 

La première idée de la formation des courbes, 
au moyen des équations, fqit nSfître celle de les 
suivre dans leur cours : je montre comment 
l’Interruption de leurs branchps ou leur pro- 
longement à l’infini peut donner un apperçu de 
la forme de ces courbes. Celte considération pré- 
pare à leur classification, qui s’effectue au moyen 
d’un théorème d’algèbre que je démontre. 

Après avoir appris à distinguer ces couri)C5 
les unes des autres, on sent la nécessité de les 
soumettre à une analyse qui fasse mieux con- 
naître leur nature ; celte analyse nous est of- 
ferte dans la^discussion de l’équation générale 
du second degré à deux variables. 

En résolvant cette équation on s’apperçolt 
d’abord de l’existence d’upe droite connue sous 
le nom de diamètre ; je fais remarquer que le 
diamètre peut couper ^’axe des abscisses sans 
rencontrer la courbe , d’où résulte ce problème : 
A-t-on la faculté de changer la position de 
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PREFACE. ’xj 

Taxe des abscisses relativement à i« courbe? La 
V solution de ce problème donne les idées les 
plus claires sur les moyens employés pour trans- 
porter les* axes parallèlement à eux-mémesj je 
montre comment on en peut faire usage lorsque 
la courbe a un centre , pour choisir une origine 
propre à délivrer l’équation des termes qui con- 
tiennent les premières puissances des variables. 
L’évanouissement de ces termes amène l’examen 
de l’influence de cous les coejficiens sur la po- 
sition ou la nature de la courbe j le coefficient 
du rectangle des coordonnées nous conduit au 
changement d’inclinaison dans l’axe des abs- 
cisses, et aux formules nécessaires pour y par- 
venir. Je prouve ensuite qu’il n’y a pour* les 
courbes à centre qu’un système d’axes dans 
lequel toutes les cordes perpendiculaires sur 
l’un de ces axes se trouvent cotipées’en deux 
parties égales : ces axes sont le grand et le petit 
axe , auxquels je rapporte les équations de l’el- 
lipse et de l’hyperbole. 

La discussion de^’équation générale^ est ter- 
minée par celle de l’équation de la parabole ; 
j’examine la liaison qui existe entre les termes 
de cette équation , ce qui sert à me diriger 
lorsque je fais évanouir différens termes pour 
la simplifier. 


xf, PRÉFACE. 

Dans cettf discussion j’ai rapporté les deux 
premières courbes à leurs centres avant que de 
cbanger la direction de 1 axe des abscisses y mais 
on aurait pu suivre un ordre inverse êt parvenir 
également aux équations des trois courbes . J ai 
discuté l’équation générale en suivant cette 
seconde marche dans un paragraphe sépare , 
intitulé : Observations sur les courbes à centre. 
Je traite ensuite des trois courbes en particulier, 
et de là je passq à l’examen ^es propriétés qui 
leurs sont communes. 

J’ai supposé jusqu’à présent que les coor- 
données étaient rectangulaires ; je les considère 
comme obliques en traitant de la transfor- 
mation des coordonnées en general. Celte 
transformation a déjà été mise en usage dans la 
discussion de l’équation generale , et les idées 
quelle a fuit naître suffisent pour en préparer 
de nouvelles , et pour jeter le plus grand jour 
sur cette matière. , 

J’applique successlvemAt la transformation 
des coordonnées aux trois courbes , pour les 
rapporter à leurs diamètres ; et ne voulant rien 
laisser d’arbitraire , je démontre que dans la 
transformation des coordonnées de 1 ellipse on 
ne peut faire évanouir que le terme affecte du 


DiQ^-rocl by Coogk 


PRÉFACE. xni 

rectangle des coordonnées , tandis que dans la 
transformation des coordonnées de l’hyperbole, 
on a la faculté deiaire évanouir ce terme isolé- 
ment , ou les deux termes affectés des carrés des 
variables. Dans ce dernier cas , les nouveaux 
axes prennent la direction des t^ymptoles , ce 
qui nous donne lieu de considérer l’hyperbole 
rapportée à ses asymptotes. 

Dans la transformation des coordonnées de 
la parabole, je ne laisse également rien d’ar- 
bitraire à l’égard de l’évanouissement des termes. 

Apres avoir successivement considéré la 
courbe rapportée à des coordonnées rectapgu- 
^ laires et obliques , les équations polaires nous 
présentent un nouveau système de coordon- 
nées. • 

L’examen des cas où l’équation générale ne 
se rapporte pas à l’une des trois courbes , suit 
immédiateçient celui de leurs propriétés ; je 
donne des démonstrations très-rigoureuses pour 
tous ces cas. • 

• 

Ayant établi tous les principes qui servent 
de fondement à la discussion d’une équation 
du second degré , j’applique cette discussion 
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ù plusieurs exemples j et pour éviter ces répé- 
titions faligautes des mêmes opérations , je 
donne des formules qui ppurront servir à 
construire les trois courbes dans tous les cas 
possibles. 

• Les propriétés des Courbes du second ordre 
ont été démontrées au moyen de leurs équa- 
tions , et de celle de la ligne droite considérée 
dans un plap^ .mais, pour établir la [Tbéorie des 
Surfaces courbes il faut donner., plus de géné- 
ralité aux principes de la Géométrie analytique^ 
c’est dans celte vue que je démontre les équa- 
tions de la droite dans l’espace et celle du plan. 
Je donne ensuite la solution do divers pro- 
blèmes que je termine par une nouvelle idé-; 
monstration des sections du cône par un plan. 
• 

Enfin je passe aux différentes formules de la 
transformation des coordonnées dans l’espace. 

Au moyen de ces. formules , je discute l’équa- 
tion générale des. surfaces du second ordre que 
j’examine ensuite chacune ^n particulier : je 
cliercht; sur-tout à rendre sensibles leurs dif- 
férentes formes ; et d’après les propriétés qui 
caractérisent ces surfaces, je trouve « priori leurs 
équation» , lors même que ces surlaces ne sont 
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pas de révolution ; ce' qui , à ma connaissance , 
n’a pas été fait jusqu’à présent. 

Je tenaiine cet Ouvrage 'par la Théorie des 
plans tangens. 

Dans cette seconde édition j’ai simplifié plu- 
sieurs démonstrations, et particulièrement celles 
qui concernent les tangentes , et le cas .où l’é- 
quation générale devient absurde. Les théorèmes 
relatifs aux carrés et aux parallélogrammes 
construits sur les diamètres conjugués , pou- 
vant paraît^’e démontrés un peu* longuement , 
quoique de la manière la plus sjiuétrique , j’ai 
donné dans les notes une seconde manière de 
démontrer très -promptement ces propriétés 
lorsqu’on connaît les coordonnées des diamè- 
tres conjugués*: je détermine ces coordonnées 
par un procédé nouveau. 

J’ai fait aussi beaucoup d’augmentations à cet 
Ouvrage. 

* f 

Indépendamment de ce que j’y ai ajouté sur 
les principes de la Géométrie analytique à trois 
dimensions , et sur la 'fliéorie des surfaces 
courbes , j’ai retouché la transfoi’mation des 
coordonnées , les équations polaires et la dis- 
cussion des équations. 


xvj PRÉFACE. 

J’ai tracé la marche que l’on doit suivre pour 
qu’on ne soit jamais embarrassé dans cette dis- 
cussion. 

• • 

Enfin , j’ai traité des matières dont je n’avais 
pas parlé dans la première édition : je citerai 
seulement une démonstration très-simple, que_ 
j’ai donnée sur la surface de la parabole , et 
une solution du problème de la trisection de 
l’angle, dans laquelle je ne fais pas usage des 
lignes trigonométriques. 
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THÉORIE 

DES COURBÉS 

ET 

DES SURFACES 

DU SECOND ORDRE. 


NOTIONS PRELIMINAIRE 



SOlLUTION DE DIVERS PROBLÊM 


1. L’ALGÈBR£ dcterminant tes rapports q^ii existent 

entre les quantités, on conçoit que cette science doit être 
d’un grand secours dans la résolution des problèmes de 
géométrie , dont le but est toujours de découvrir certains 
rapports entre les lignes, les surfaces, les volumes. Ma» 
il sera plus difficile de se' former une idée claire des 
circonstances que ce nouvel usage de l’algèbre dok faire, 
naître. Un seul problème jettera un graivl jour sur cette 
matière. , i 

2. Proposons-nous de trouver la base d’un triangîe d'ilHe 

hauteur connue , et dont la surface soit égale à celle d'un 
earré donné. . ... ...i ... . 

K 
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a Notions préliminaires. 

Soit X la base cherchée, h la hauteur, et c le côté donne 
du carré : la surface du triangle sera ~ hx, comme elle doit 
égaler le carré c’, on aura donc l’équation ^ hx=zc'. 


c’ 


Ce résultat in— 


Celte équation résolue donne x = — . 

diqiie que x doit être une troisième proportionnelle à ^ A 
et à c. En effet, on volt que le quatrième terme de la pro- 

,, c' 

portion \ c ;î c'.x , est égal à — . 

• »" 

fij. I. Si l’on prertd donc deux lignes (Fig. r) AD~^hy 
Cü.^c, foonant entre elles utr'anglt droit,- qu’on unisse 
les points yl e1^ par une droite AC, qu’au point C on 
élève sur une perjrendiculaire CB ,\a partie DB seta 
. la valeur de x; car la ligne UC étant une moyenne pro- 
portionnelle entre Al) et DB , on aura 

AD:CD::CD:DB, 

* ov ~ h: c :: c : x, 

“ C* 

d’où l’on lire x = — . 

• î” 

3. Si nous examinons la marche que nous avon^uivie , 
nous verrons que la résolution de ce problème se compose 
de trois parties : la première consiste à mettre le problème 
en équation, la seconde à le résoudre, et la troisième à 
déduire de la valeur de x le procédé géométrique qui doit 
déterminer cette inconnue ; c’est ce qn’on appelle cons- 
truire. la formule. 

4 . Différentes propositions de géométrie peuvent servir , 
tuh'ant'le cas, à mettre le problème en équation. Celles du 
carré de l’hypothénuse et des lignes proportionnelles , en 
sont les principales. Le dégagement de l’inconnue ne peut 
offrir d’autres difficultés que celles qui tiennent à l’algèbre : 
mais il n’en est pas de même des constructions , ainsi que 
nous le verrons dans la solution des problèmes suivans, qui 
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Solution de divers problèmes. 3 ^ 

Serviront à ëclaircir ce que peuvent avoir cl’ab^trait des 
idées ,trop générales. 

• 9 

Problème premier. 

Inscrire un carré dans un triangle. 

5. La solution de ce problème se réduit à trouver sur 
la hauteur SG dü triangle SOR (Fig. a) un point I, tel Fig. a, 
que la parallèle MN à la base, menée par ce point, soit 
égale à JG. 

Représentons para la base OR, par h la hauteur SG, . 
ét par æ et Z les lignes inconnues IG et MN : les côtés 
OR et MN étant parallèles , on aura la proportion. . . . 
a'.zy.b'.b — sc , d’où l’on tire ab — ax = bz. 

Si nous ne considérons que cette équation, la valeur de* 
est indéterminée. En effet, cette équation n’exprime que ^ 
la condition du parallélisme dçs côtés OR et MN, et con- 
vient par conséquent à tout rectangle Inscrit dans le 
triangle : il faut donc une seconde équation pour distin- 
guer, entre tous ces rectangles, celui dont les côtés sont 
égaux ; cette nouvelle équatipn sera donc zz~x. 

Substituons cette valeur dans l’équation préc^ente : 

ab 


On obtient * : 


o-J- b 


6. Pour construire cette valeur, on formera un angle 

arbitraire (Fig. 3), et prenant , . Fig.3, 

AB =d-\- b, AC — a -, AD ~ b, et menant la parallèle 
DE à la’ ligne BC qui joint les extrémités B et C, la partie ’ , 
AE sera la valeur de x, car la propriété des lignes pro- 
portionnelles nous donne * 

• AB:AC::AD:ÀE, 

ou a-\-b: a '.I b I AE, ‘ 

ab 


d’où l’on tire AE : 


a+b' 
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4 Notions piiéliminaihïs, , 

y. Onj)eut construire la valeur de x d’une maniéré plus 
élégante. Pour cet effet, formez un carré TR ( F>|;. 4) 
sur la base du triangle donné ; de l’un des angles T de 
ce carré, menez au sommet S la ligne T5;la perpendicu- 
laire PM élevée au point où cette ligne TS rencontre la 
base, déterminera la hauteur du côté du carré demandé : 
car les triangles seifiblables STU SPG donnent la propor— ^ 
tion SU:SG::ST:SP, et les triangles semblables 

donnent cette autre proportion TO’.PM’.'.ST'.SP; et à 
cause du rapport commun ST k SP, on tire de ces deux 
proportions cette nouvelle SU ; SG TO . PM . ; donc 


'PM= 


TO.SG _ ab 
SU û-j-i 


. ProbléiheII. 

- _ ■) 

Fig. 5. "8. Partager une ligne AB (,Fig- 5) en deux parties, 

telles <jue le rectangle qu elles forment soit égal a un . 
carré donné. 

Nommons c le côté de ce carré, a la ligne donnée, et * 
r'unc des parties ; l’autre sera a — a:, et par. conséquent 
( a — -X. ) . X = c’. 

Cette équation étant résolue, donne. ....... ..#• 

c; cix=ia— a’ — c'. Ces deux 
valeurs .sont positives , parce que v'ï^ — c* doit être 
moindre quf^ a’ ou que t a. , *.i . 

. q. Si l’on ajoute ces valeurs de x ensemble, on verra * 
qu’elles reproduiront a; ce qui nous apprend qu’elles re- 
présentent chacune l’un des côtés du rectangle cherché : 
et, en effet, n’ayant distingué l’un de ces côtés par aucune 
' condition particulière,* conviendra indistinctement à l’un, 
et à l’autre. , 

lo. La partie radicale devient imaginaire, lorsque c sur? 
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SotüTrON DE DIVERS PROBLÈMES. 5 

passe ■; a; cela nous indique que le côté du carré ne doit 
pas excéder la moiliPde la ligne donnée, pour que le pro- 
blème soit possible. ' • 

II. {.es valeurs de •se construisent de la manière sui- 
vante (Fig.'5).Sur la W^ne EB = la, je décris un demi- Tig. 5. 
cercle EMB, et je prends une corde BM c. La ligne 
sera la valeur du radical; car l’angle étant droit, 
la propriété du carré de l’hypothénuse donne 

EB^z=:MB^ + EM% * - 

• * 

' 0U3fl’= c’ -{-EM', 

d’où l’on tire EM= — c'. On prendra ensnite 

EN = EM , et mettant EN à la place du radical dans les 

valeurs de a;, la première deviendra 

X — ^ a EN = AE -f- EN = AN, et la seconde se ré- 
duira k xc=:^ a — -EN : EB — EN — NB. 


Problème III. 

Ï2. Diviser un triangle, par une parallèle à sa base , en 
deux parties^qui soient dans le rapport dem à n. 


Nommons a la base AB ( Fig. 6) de ce triangle ACB , Ffg.6.. 
et h la hauteur CH, et représentons par G le point cher- 
ché par où doit pa.sser la parallèle EF qu't divise le triangle 
dans le rapport demandé; les quantités inconnues sont 
CG XXX, EF XX Z. 

A 

Le parallélisme des lignes AB et EF nous donne l^ro- 
portion ' 


AB:EF::CH:CG, 

ou a : Z h : X , 


d’où l’on tire ax =z hz. 

Il ne s’agit que de trouver une seconde équation qui 


0 




Digilized by Google 



B Notions pr^liminaims. 

exprime la condition que Ja surface ABFE est à la surface 
CEF dans le rapport de m à n. B 

* Le trapèze ABFE = - ° ^ * 

» 

zx 

Le triangle CEF = . 

^ • 

V Par conséquent , 


+ NI ^ 

(A — *) ; — 

a 2 


égalant le produit des extrêmes à celui des moyens , et 
supprimant le diviseur commun a ona- 

n(a-|-z)(A— •3r)=mz*. 

, Mettant pour z sa valeur tirée de l'équation ax —hz y 
cette seconde devient 

/ <ix\ max' 

• Multipliant par A, et supprimant a qui entre comme, 
iacteur dans chacun des membres, il viendra 

/ 

n(A + x) (A — x) = /nxVj 
ou n (A’ — x’ ) = mx’ , 


d’où l’on tire x = 



f Ig. 7. A Pour con.struire cette valeur, on élevera ( Fig. 7 ) 

sur Aiy ■= m + n une perpendiculaire J)C = h, et à l’ex-». 
trémité Cde la ligne AC, on construira l’angle droit A CB, 
et la ligne CB, en venant rencontrer le prolongement 
de AD , déterminera la partie DB qui aura pour exprès- 


ÿion 


m -f- n 
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Solution dk bivebs problèmes. 7 

Car DB est une troisième proportionnelle aux ligne» * 
W -f" ” Voyez dans l’art. 2 un semblable cas. * 

Ayant ensuite pris DE = 71 , et 4ècrit sur EB comme 
diamètre le demi-cercle EMB, la ligne MD sera la valeur 
de x; car la proportion 

DB:DM::DM:ED, ■ 


rm-^-n 


:DM::DM: n. 


donne , en égalant le produit des extrêmes à celui de» 

‘ moyens , DM^xx — ; et tirant la racine 

m n 


DM = ^ }/ 

— r m 4- n 


Il est évident que la partie positive DM doit être portée 
( Fig. 6 ) de C en G. que signifie la valeur négative f Fij.6. 

i4- Pour le savoir, nous observerons que l’attribut des 
quantités négati\«s étant de sous-entendre un rafiport d’op- 
position avec les positives , tel qu’une valeur positive est 
toujours détruite par une aiÿre négative égale, la présence 
d’une quantité positive devient nécessaire pour que la né^ 
gative manifeste sa propriété. 

Ainsi ayant trouvé un résultat tel que — a , pour en in- 
terpréter Je ^ens, comparons— le à]-f-a , et ajoutons à l’une 
et à l’autre de ces expressions la quantité positive -f-^t plus 
grande que a, nous aurons les deux quantités positives 
e -f- a 'et r — a! 

Si la ligne positive c 4- a représente la distance de D en 
X (Fig. 8), composée de et de AX=a, la ligne Tig. 8 . 
positive c — a représentera une distance moindre que nous 
devrons par conséquent porter dans le jnême sens de D 
en X' : or la distance XX' est égale à la différence 2 a des" 
quantités a 4- et Ç ~ 0; et si de XX' = 2 a on retranche 
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8 KoflONS PRÉLIMINAIRES, " ' . 

• ® ‘^Y * 

^îA _o, on verra que la ligne négative — a, détermine 

•un point X', situé à une distance de ^ représentée par a , 
mais portée en sens extraire que relui selon lequel on 
devrait porter la ligne positive +a: donc l’idée de la ligne 
négative nous rappelle celle de la positive qui lui ^t égale, 
et nous voyons que la négative ’^doit être portée dans un 
sens opposé. 

1.5. Il résulte de ce qui précède que- puia||uc la valeur dn 
radical prise avec le signe positif est représentée par la 
ligne CG, si l’on prend dans le sens contraire CG'z= CG, 
on déterminera un second point G' qui satisfera au pro- 
blème; en effet, puisque nous .n’avons pas exprimé analyv 
tiquement de quel cûté notre triangle yiCB était tourné , 
■sa position reste indétenninée ; par conséquent en menant 
la parallèle C'F', le triangle l’'FC résout le problème 

. d’une seconde manière. • • 


ProrlêmeIV, 

5 - i6. f.np ligne AR éfnnt donnée {Fig. c^), trouver sur 
sa direction un point C dbnt la distance en A soit 
moyenne proportionnelle entre sa distance en B et la 
ligne entière. 

Désignons par a la ligne donnée AB, et par ± Iq distance ’ 
de A au point cherché ; la distance .de B à ce meme 
point'sera donc a — oc , et l’on aura d’aprè% l’énoncé dn 
problème, la proportions — x:x::xla, égalant le pro- 
duit des extrêmes à celui des moyens f a (a — a: ) = .r\ 
tiette équation étant résolue , donne 

^ — ' 4 ** — Cette valeur est positive , .si 

l’on ne considère jpie le signe supérieur du radical, parce 
qu’on a -f- «’ > /i a’ = f a. 

17. Pour con.'truire cette 'première solution, j’élève , à 
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SOUWION DF, DI^VERS PROBLÈMES. 9 

l’extrémité de B A (Fig. lo) , une perpendiculaire AC égale 
à la moitié de cette ligne. Par la propriété du carré de 
l’hypothénuse, on aura CB^ = AC'-\- AB'^ : donc, en ti- 
rant la racine, CB aura pour expression (*) 

V' AC' -|- AB' ou l/j û’-j-a’; par conséquent, si je re- 
tranche CEzzz^a, il restera EB pour l/ j a' — j a. 

On peut remarquer que le problème de partager une 
ligne en moyenne et extrême raison, est le même que celui 
dont nous venons de donner la solution. 

t 

• iS. J.a seconde valeur de x qu’on trouve en prenant le 
signe inférieur du radical, désigne sur le ])rolongemcnt 
de AC ( Fig. 9 ) un second.point C qui satisfait encore au 
problème; ce <jul ne doit pas surprendre, parce que rien 
dans l’énoncé n’indique si le point cherché doit être sur 
AB ou sur son prolongement. ^ 

iq. On peut d’ailleurs con.sidérer que, dans la première 
solution, X se portant de yf en C, si nous voulons regar— * 
der X comme appartenant à la sçconde , où nous savons 
que l’,jneonnue représente une quantité négative , il faut 
changer le signe dont x est affecté ; ou-, si nous ne le 
changeons pas, il faut adopter que ce que nous regardions 
comme -f-x dans l’équation (a — x~) a-=x', doit être 
pris ici pour — a; ; ainsi a — x qui est une différence , de- 
vient dans cette seconde solution une somme. 

El comme dans l’expression a — a:, la valeur Me x doit 
être ôtée de AB, si l’on prend x dan* un sens opposé, son 
effet sera d’augmenter ceUc, .seconde valeur de x 
devra donc se porter de A en C', et (a— a;) sera repré- 


(*) Kous ne mettons pas i. i le ïigne +, parce que lorsque noux. 
fonsenons lactlrincnt de que^ côté doit sc porter C'iS , le signe qui 
BOUS l'indique deviuu inutile. 


• * 


* 10 Notions PHéLiMiNAiRES.. 

sentp par AB AC , et notre proportion (deviendra. . . . 
C'B'.AC '.lAC’.AB , et satisfera encore à l'énoncé da 
problème , comme on peut le vérifier. 

P R O B L É M E 'V. . 

20. Faire un triangle égal en surface au triangle ÀBC 
f .Jeta. . ( Fig, 1 ), er semblable au triangle OSR ( Fig. a ). 

Soient .,45 = c, CD = d, 05 = 5 G = A , x la base 
du triangle cherché , tly sa hauteur : par la considération 

de l’égalité des triangles, on a l’équation •.••• 

^ 3 y=\cd,,o\ixy=cd;^T la condition de la simili- 
tude des triangles, on a la proportion x’y'.'.g'.h , de la— 

xh • • 

quelle on tire y — — . Substituant cette valeur de y dans 
S 

JtX^ CuS 

l’équation précédente, on obtient =cJ, et x’ = —7 — , 

. 8 « 

•» / ~m 

tirant la racine x : 

F*6 ”■ ai. Pour construire cette valeur, on élevera (Figk 11 )’ 
'sur OR une perpendiculaire OL-=d, et par le point i 
on mènera la parallèle LM à OR. On coupera arbitrai- 
• rement cette parallèle par une droite OM, et sur la 
direction de cette droite on prendra OM et ON dans 
le rapport de A à ^ , et on mènera par .le point JIT 
; . . dg 

une seconde parallèles NE. La ligne OE vaudra — ; car 
les triangles semblables O LM, OEN, donnent la pro- 


portion 


OM:ON::OL:OE, 
ou ’h : g :: d :0E, 


âs • ■ 

donc OE =— . Prolongeant ensuite EO d’une partie 
h 
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Solution de divers problèmes. l'i 

OF—c,et sur Ef\ comrne diamètre, décrivant une demi- 
cîrconférence , la partie 01 déterminée par la re^fcontre 
de la circonférence avec la base OR, sera la valeur posi- 
tive du radical ; car 01 étant une moyenne proportion- 
pelle entre jBO.et OF, on a la proportion 

EO.OlwOI-.OF,/ 

ou^'.oi’iOi: c i 

h 

égalant le produit des moyens à celui des extrêmes , 

OF = et tirant ta racine, ft/ = i 

'h H 

3 . 2 . Nous n’avons parlé que de la valeur positive de 01; 
il ejt évident que la valeur négative doit être portée de 
l’autre côté du point O, sur le prolongement de 01, et 
sert de base à un second triangle qui résout encore le pro- 
blème (♦). 



(*) Pour construire les trlang^s sur ces deux bases , substituons la 

hx , 

valeur x = + O/ dans l’équation = — , nous trouverons 

S 

JT = + OI — ; donc y a deux valeiyt de signes contraires. La dis— 

8 

tance du point O au pied de cette perpendiculaire , a aussi deux va- 
leurs J car la umilitude du triangle cherché au triangle OSR , donne 
la proportion SG ; OG : ; R/C : iz distance de O aa pied de la 
perpendiculaire. 

Donc cette distance 

OG HK ÔGy , OG. h , OG.OI 

= - 3 c - = — = ±— °'-7 

«Omioe ces ^eux Toieurs sont ^alcs , et de ûfines contraires , on ob- 
tiendra la éeconde en portant la longueur OK ( Fig#ia ) de la pre- 
mière de O en K\ Ce sera donc aux points K et K‘ que devront s'é- 
lever des perpendiculaires égales ky; et conuxte a deux Taleürs , oa 
•levetit les quatre perpendiculairea KHpKH* , KH y KH par 

% 



1 


J2 


Notions préliminaires. 


♦ Problème VI. . 

• I 

Fi». i3. aS. D’un point O donné hors d’un cercle ÀEDB (^Fig. i3), 
mener une sécante , telle que sa partie CD , interceptée 
par le cercle , égale une ligne donnée. 

Soient OB = a, OA= h , CD —c, OC = x, la pro- 
priété des sécantes extérieures nous donne cette proportion: 

OB\OD ::OC:OA, 

, ou a ;c^ar:: X \ b; 

égalant le produit des moyens à celui des eictrèmes 
( c -J- a;) X =z ab ou ex x' =■ ab ; résolvant cette équa- 
tion, on obtient x = :+: — \e. , 

24. Pour construire . la première valeur, je mène du 
point O la tangente OE au cercle AED. Cette tangente 
étant moyenne proportionnelle entre OB et OA , on aura 
la proportion 

0B:0E::0£:0A, 

• ou a \OE\’.OEl b, • 

qui donne OE.^—ab. Si, à l’extrémité de la ligne OE ^ 

! s ! 

conjrquent nous aurons sur les Jeux bases ÇA et Ol' , quatre triangles 
qui satisferont au prol»lrme. * 

On peut rcmarqticr que ces quatre solutions données ^r la combi- 
naison des signes , répondent à des positions dilTérentes des lignes , et 
que rien, dans rénoocé du problème, ne déterminant de qiiel côté les 
lignes doivent être poruies , l’algèbre doit laisser cette position 'indé- 
terminée; inaR, si l'on veut se borner aux valeurs positives de a: et de 
jr,en a.linettant toujours rhvpoilièse que les valeurs positives se por- 
tent de gaucitett droite , le triangle ÇAH résoudra seul la question. 

Dans cet exemple un voit comment la condition non-expriméc per 
l'algèlnc, que x et y devaient n’être que positifs, laisse la üiculté de 
cliüisir parmi Us solutions celle qui ren^l seule oette condition. 
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Solution de DivERs^pROBj-âMEs. i3 

t 

j’élève en E la perpendiculaire ÆF = ic, par la propriété 
carré de l’hyppthénuse , j’aurai, 

‘ OF^=EF'^ OE\ 

ou OF* = 5 c’ -j- » • * 

donc OF=V^|c’ + Qi. Si je prends’ ensuite 

= £^’= 3 c, j’aurai ^ ‘ 

OF—FK, 

ou OKzzz — jc 

^ ./ 
pour la première valeur de x. Avec une ouverture de com- 
pas égale'à cette valeur, et du point O pour centre, je dé-*- 
crirsi l’arc KC qui déterminera le point C par oii doit 
passer la sécante OC, dont la partie interceptée dans le 
cercle est égale à c. ' • 

aS. On conçoit bien^que la s«conde valeur doit se por-* 
1er en sens opposé ; mais on peut demander cominent cette 
valeur négative résout le problème. Pour répondre à cette 
question il faut considérer^que l’équation (a:-|-c) x~ah 
qui renferme les conditions du problème, étant interprétée 
de la manière la plus simple, nous dit seTilement que l’on 
cherche sur la direction de OB un point tel que sa dis- 
tance au point O, désignée par x , forme avec cette même 
distance x, augmentée de c, un rectangle égal à re- 
présenté par produit (ÎB x OA. La solution du pro- 
blème nous a appris qu'en portant la valeur- positive de 
O en C, et la négative de O en C', les deux points Cet C' 
jouissaient de la propriété demandée.- , 

L’idée de la circonférence A.CDJB n'est, dope pas com- 
prise • dans l’équation - ( a: ç ) a; =: ti6 ; mais les points 

A, C, JJ, B, par où on la fait, passer, .nous rappellent, 
par la propriété des sécantes extérieures, à la seule \-ue 
•de la figure , dans quels rapports doivent être les lignes 
<1 



i4 ‘JfOTIONS Pn^MMTNAIRRS. 

OB, OA, oc, 01) , et peignent en quelque sorte , â 
l’aide de la géométrie, l’cmoncé du' proljléme. La secondé 
solution nous apprend qne^si l’on fait OB'=aet OA'=b, 
on doit avoir la proportion 

OC : OB' y. OA' : OU'; 

* 

et pour que cette proportion se peigne encore 4 nos yeux 
par une ligure géométrique, on peut mgiier un second 
cercle A'JJ'C qui nous la rappelle par la propriété des 
sécantes extérieures. • • 

:j 6 . Ce problème , dans le fond , est le même que le 
problème second : aussi remarquons-nous que dans le cas 
de la valeur négative, X et a: -f- c, devenant — xet c-»-x, 
sont représentés par. les lignes OC et 01)' , égales aux 
lignes 01) et OC, qui étaient les valeurs de x -f- c et de x* 
dans le cas de la solution positive. 

PhoblêmeVII. 

Fig i4" 37 . Ayant décrit dans un angle droit BAL ( Fig. ll^') , les 
deux arcs qui ont le meme centre A , partager l'es- 
pace DLEB en deux parties égales , par un- troisième 
arc concentrique. 

Soient AL = a, AB:=b , AT=x : on aui^ dont 
aire VAL — aire ZAT — aire ZAT — ?ire EAB , et 
comme en représentaijt par i.;» le rapport du diamètreàla 
circonférence, l’aire du cercle qui e.st décrit avec nu rayon r, 
est toujours exprimée par«rr’, les aires DAL, ZAT, EAB,, 
qui valent le quart des cercles décrits avec des rayons 
a,x tlb , seront -donc respectivement J ^ * x ‘ et ^ x i’. 

Substituant ces valeurs dans l’équation précédente , elle 
deviendra j s a ' — ^ » x*~ i fi" x* — j- »• b"' ; et’eii 
supprimant le -facteur commun ^ on réduira cette* 

» 


N 


Digitized by Google 



% 


Solution dk divers rroèlêmes. lé 
équation à — *’ = x’ ~ 6’; et tirant la valeur de x’ , 

on aura x’ passant à ta racine 




+ b- 


aS. Pour construire cette valeur, on joindra les points 
D tl B par une droite DB. Sur cette droite prise ^pour 
diamètre, on décrira une demi-circonférence 1 )GB , et 
partageant cette demi-circonférence en deux parties égales, 
au point G, la corde DG aura pour «pression 

'En effet DB^ = DA' -}- AB'z=z.à'-\-b'', d’une autre part 
DB' =DG''+ BG' = 2 DG' \ donc DG' — 


«DG=y‘2±t. 

r » a 


29. On portera donc cette valeur de A en .T et dt; A em 
T*, et l’on aura les deux solutions 'du problème; cette 
dernière est négative , et détermine l’arc T'Z , qui satisfait 
aussi an problème, puisque rien dans l’équation n’indique 
de quel côté doit être situé l’angle DAL. 


Problème VIII. 

3 o. Partager un arc en trois parties égales. 

Soit ADB, cet arc (Fig. 16), le problème se réduit à Fig. 16. 
trouver la corde AD d’un arc qui serait le tiers de ADB. 

Pour cet effet imaginons l’arc ADB partage en Iroi^ par- 
ties égales AD, DE , EB; menons les rayons CA, CD, CE, 

CB ; soit r l’un de ces rayons , a la corde AB, et x la corde 
cherchée AD. A cause de l’égalité des. arcs AD, EJ 3 , la 




* 

4 


m 
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'xG Notions priIliminaires. 

droite ÀB est parallèle à DE , donc l’angle AFD est égal 
à l’angle FDE connue alterne interne, et par conséquent 
à l’angle y/it/’, puisque le rayon CD partage V angle ADE en 
deux parties égales, comme d’ailleurs on peut s’en'assurer 
en remarquant que les trianjjles CAD, CDE ont leurs trois 
côtés égaux. Le triangle ADF ayant donc ses angles en D 
et en F égaux à l’angle CDE , est isocèle et semblable au 
triangle CDE, àonc AF — ylD = x ; on prouverait de 
même que CB = EB = x, donc ' 

fi = 2x-\-FG. . . . (A). 

Pour déterminer FG , cherchons d’abord DF : les 
triangles semblables CDE , ADF, ilonuent la proportion 


CD:DE::AD:DF, 
ou r ;.x ;; x '.DF ; 


donc DF = — et CF = r ■ 
r 


æ” r' — Æ’ 


Les triangles semblables CDE, CF(i donnent cette .st 
conde proportion 


CD'.DE:: CF :FG, 

r '-' — æ’ 


ou r ; a; ; FG= f-Xi. 

_ r r' 

Substituant cette valeur de FG dans l’équation (A) , 


nous aurons 


r’ — x' 3 r'x — x^ 

c = 2x-j X, OU a— . 

r* .r’ 

r ... L’inconnue nous étant donnée par une équation du troi- 
.sicnie degré, nous ne donnerons pas la construction qui 
dépend d’un . proche que nous ne pouvons faire connaître 
que lorsque nous parlerons de la détermination des ra- 
cines des équations du troisième degré par l’intersection des 
courbes. 
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Solution de divers frobl&mbs. 

P R O B L t«i E I X. 

3 i. Détrtontrer, par la seule considération de la propriété 
du carré de Fhypothénuse , çu'un triangle est toujours 
coupé proportionnellement par une parallèle menée à sa 
base. 

Supposons 'd'abord que ce triangle soit rectangle, et 
‘que ÜBE (Fig. 17) le représente : par le point yi, où, Fig. 17. 
passe la parallèle j 4 F à la base, menons AÇ parallèle 
côté DE i 

Et soient • > 

BC=:a , AC== b , B A — c, 

AF = ÜF— b‘, AD — c'. 

La condition que les angles correspondans C et E soient 
droits , donne 

, ’a’ + b’ = c' ....... (B) ; 

La condition que l’angle F soit droit, donne 

= (C). 

Mais il ne suffit pas d’avoir exprimé par ces deux équa- 
tions que les angles F et F sont droits, pour constater la 
similitude des triangles ABC , DAF; car on sait, par la 
géométrie, qu’il faut encore avoir deux angles égaux. Et 1, 
en effet, 011 voit dans la figure 18, à laquelle peuvent se Fis. 18. 
rapporter les mêmes données dont nous venons d’exprimer 
la relation algébriquement , que les »ng]es DAF ei. ABC 
sont inégaux ; ce qui ne serait pas si la ligne DAB était 
droite ; il faut donc exprimer, par une troisième équation, 
que cette ligne DAÈ doit être une ligne droite. 

Or, dans ce cas, DAB devient (Fig. 17) l’hypotbénuae r,g. 
d’un triangle rectangle qui donne lieu à l’équation 

BE^+ ÜE^ = DB’, - ' • 

ou (a-}-fl')>-f = (c4-c')’ (D).’. 
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*8 Notions préuminaires. 

Il ne s’agira donc plus <|iie d’climiner a et a' entre les 
trois équations (B) , (C) et (D) , pour obtenir la relation 
qui doit exister entre les autres quantités h , 6' c et c'. 
L’équation (D) étant développée , ‘donne 

0 * 4 - 2 ao'-f- 2 i A" = c’ 4- 2 c c' 4* e'*. 

Retranchant les équations (B) et (C) , il reste 

2 fl fl' 2 6 4' = 2CC', • 

* on fl o' + b b' ~c c' , 

'ou fl a' =; € c' — b b' (E). 

Les équations (B) et (C) me donnent * ' 

fl’ = c’ — 4’ , 

' fl'’= c" — 4". 

* Multipliant terme à terme, fl’ o'* = (c'*— ^4'’). 

L’équation (E) , élevée- au carré , donne aussi 

o’ fl” = ( c c' — 4 b' 

Egalant ces valeurs de a’ a'’, développant et réduisant , 

4’ </* — 2 c f' 4 4' + c’ 4'’ = O , Ou , parce que le pre- 
mier membre de cette' équation est un carré parfait , 

4 c' — c4' = O ou b c' = c b' , d’où l’on tire la pro- 
portion , 

e'.c :: b: y. 

32; Cette démonstration ne s’applique qu’au cas où 
le triangle serait rectangle. Pour plisser à celui où il 
ne le serait pas, menons la droite DG , et prolongeons 
jusqu’en //; en faisant ensuite GH = d, DH^tf , nous 
démontrerions , comme précédemment , que l’on a 1» 
proportion 

d:à'::b:b'. 

Donc , en comparant cette proportion k la pre'cédeate , 
on en tire 

d\d' 
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De la construction des quantités rationnelles. 


33. Les problèmes que nous avons résolus , font sentir 
la nécessité d’avoir des moyens généraux de construire les 
quantités que donne la solution des problèmes : nous nous 
occuperons d'abord de celles qui ne renferment point 
de radicaux , et qui sont comprises sous le nom de quan- 
tités rationnelles , et nous dirons qu’elles sont d’une , 
de deux ou de trois dimensions, selon qu’elles représentent 
des lignes , des surfaces ou des volumes. ^ 

34- Toute expression rationnelle , monome dune dimen- 
sion , doit être comprise dans l’une des suivantes: * 


ah 

‘*’T’ 


ahc 


ahcd 

’ 


etc. 


En effet , il suffit d’ètre convenu de représenter les 
lignes par des lettres , pour que la lettre a nous rappelle 
l’idée d’une ligne. 

35. il en doit être de même de — ; car la proportion 

e 

nh ab 

a a b — nous montre que — est une quatrième 
proportionnelle aux lignes c , a'et b. 

36. La troisième expression peut être écrite de 

ab c . , , , 

cette maniéré , —r y. — ; et si nous représentons par k la 
d e 

ah 

quatrième proportionnelle , qui est la valeur de — 

/■OCX L ab c kc , 

( art. 35 ) , on changera — x — en — -, qui se construit 

£ û ^ 

par une quatrième proportionnelle (^art/ 35 ). 


ao 


NoT10!<S PHÉI.1MIKAIRES. 
ahcj 


37 . ^ L’expression -y- se rethura de meme a une qua- 

trième proportionnelle ; car , en 1 écrivant ainsi 

on supposera la lignç représentée par = P , 

c fs ‘ 

•t l'on aura qui se construit comme dans l’art, 36. 

fs 

abc abcd ahcde 

38. Toutes les fractions teUes que — etc. 

dans lesquelles le nombre de ffttres du numérateur sur- 
passe de doux celui des lettres du dénominateur, peu- 
vent se construire , en les réduisant à la forme ab , par le 
moyen des quatrièmes proportionnelles. 

Car la première fraction 

* 

abc a „ r • T> 

3 — X c-=z. Pc, en faisant = P. 

dd d 

La seconde , 

f£=P(>, en/aisant^=Pel^=Q. 

cf ~~ J c / 


La troisième , 
abcde ah 


Jeh 


cde Pcde . . ab 

X —r— — T’ en faisant -J z= P , 

J S^ 8^'’ J 


et se rapporte à la précédente.; ainsi de suite. 

3g. Pareillement l’expression la plus simple de trois 
dimensions est abc , et peut représenter le volume d’un 
parallélépipède rectangle , dans lequel a, b, c, seraient les 
trois arêtes contiguës. 

C’est à celte forme abc que l’on peut réduire ; a 1 aide 
des quatrièmes proportionnelles, toutes les fractions, telles 

,,„e "IfL “tj-, .dans lesquelles le nombre de lettre* 

* • J8 
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Construction des quantités rationnelles. 21 

du numérateur excède de trois celui des lettres du déno- 
minateur. 

4o. Lorsque le nombre de lettres du numérateur est le 
même que celui des lettres du dénominateur, comme dans 

les Jiractions — , ces fractions sont de dimensions 
b cd 

nulle * , et représentent des nombres : car — exprime le 

• * 

nombre de fois que la ligne i est contenue dans a; de 
» tfÔ 

meme — représente le nombre de fois que la surface cd 

est renfermée dans la surface ab. 

4t. Ce que nous disons des quantités rationnelles mo- 
nômes , s’applique aux polynômes ; soit la fraction 

abc -fdef ^hl abc -jf de/' ght 
P^l-^P'^ + Pf Z’ (?-f f +i) ’ 


je fais q r-|-s=r k, et je réduis ma fraction à 

, abc de/ ghl abc def ghl 

pk pk ph ph’ 

et je vois qii’après avoir consU-uit ces fractions , d’après 
l’art. 36 , j’aurai un assemblage de lignes dont la somme 
sera la valeur de ma fraction polynôme. 

4a. Si le dénominateur ne pouvait pas être décomposé 

en deux facteurs, et qu’on eût on 

^ pm ■+■ qn rs ' 

supposerait qnz=.px, rs=zpy , x et y étant de nouvelles 
lignes dont nous apprendrons bientôt à construire les 
valeurs ;> et la formule deviendrait 


abc -f- def -\-ghl abc -\-^ef -f- ghP _ abc -f- dej -f- ghl 

pm+px + py ~ p{m + x^y) ~ pk ~ 

en faisant , comme dans le cas précédent , m -}- a: -|-j — 4 


f 


»2 Not:o:;s pnÉLiMiNAtRES. 

On construira cctlc formule par l’art. 36 , dès que Ton 
connaîtra les valeurs de x et dejy. 

‘■43. Pour les déterminer, l’équation ^—px me 

donnera x r= — , ce qui inc fait voir ( art. 35 ) que * 

est una quatrième proportionnelle aux lignes p , q , rt •, la 
valeur de y se déterminera de même , au moyen de 
l’équation rs = py. * 

ahcd -j- tjgh 

LL. Prenons encore la fraction Afin de 

mnp qrs 

réduire le dénominateur à nn seul produit , on suppo- 
sera qr— mx ; alors x se déterminera par le procédé 
indiqué dans l’article précédent , et le dénominateur se 
changera tn- mnp-!^mxs. Faisant ensuite xs = ny , il» 
deviendra 

mnp -J- mny — mn (/> -f- jy ) = mnq 

( en nommant q le facteur p-\-y'), et notre fraction se 
trouvera réduite à 

abcd e/gh ahcd efgh 
mnq . mnq mnq ’ 

et sera constnictible par l’art. 3 j. 

45. On voit qu’en général , dans toute fraction poly- 

nôme , si l’excès du nombre de lettres d’un terme du nu- 
mérateur sur celui des lettres d’un terme du dénomina- 
teur, est de deux lettres, cette fraction peut se réduire à 
la forme ab ; si cet excès est de trois lettres , la fraction 
peut se réduire à la forme abc. •* 

46. Nous supposons que ^les tennes du numérateur 
renferment chacun le meme nombre de lettres, et qu’il 
en est de même à l’égard du dénominateur , parce que 
la question qui nous a conduits à une formule , n'a pu 
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CoNSTnUCTlON DES QUANTITÉS RATIONNELLES. a3 
nous donner un résultat composé de parties hétérogènes , 
comme des lignes, des surfaces , et des volumes : par 
cbcd dbi 

exemple f si l’oh avait plutôt 

ahcd dbe , . abcd , • . 

—7 — , je VOIS que — — représentant une suriace , 


abcd dbe . 


et une ligne , on ne peut avoir une quantité com- 
Jd 

posée d’une surface et d’une ligne. 

47 - Cependant il se présente une circonstance où une 
fraction de cette espece peut subsister : c’est, lorsqu’une 
des lignes qui entrent dans sou expressiou, est égale à 
l’unité. Représentons par n cette ligne : on pourra , au 
moyen des puissances de n introduites dans les termes du 
numérateur ou du dénominateur , qui ne contiennent pas 
la. plus haute dimension, rendre apparens les facteurs qui 
semblent manquer à ces termes. 

n I 1 • 1 r • abcd + dbe -\-hl 

Rar exemple, on changerait la fraction 

Js ; 

abcd 4 - dben hln^ 
en . 

Jg 

♦ 

De la comtruction des quantités radicales 
du second degré. 

« 

48. Les propriétés du cercle nous donnent les moyen» 
de trouver en lignes les valeurs des quantités radicales 
du second degré. Parmi ces propriétés , considérons celle 
d’une perpendiculaire (Fig. ly) Cü sur un diamètre AB.-pig, 
On sait que cette perpendiculaire est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux parties du diamètre qu’elle divise, 
c’est-à-dire, qu’en faisant = a , J)B=b, CU—Xy 
on a la proportion 

x\\x\b ; ' 
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tl'où l’on tire 

x'^ah et *= ah. 

Lors donc que nous aurons une expression radicale , pour s 
la construira , il faudra faire en sorte que ce qui est ’ 
sous le radical se réduise à la forme ah\ et , pour y 
parvenir , on emploiera le procédé de l’art. 38, ou un de 
ceux qu’on a donnés lorsqu’on a traité des fractions poly- 
nômes. Nous allons appliqner celte construction à quel- 
ques exemples. 

4g. Si l’on se propose de construire abcd — ÿ'Aç/', 
on fera 

bc=zax, gh=z ajr , rf~ar, 

x,y, Z, représentant des lignes qu’on déterminera par 
ces équations, comme dans l’art. 43, et notre formule 
deviendra 

\/ à' xd — a'yz = \/(^xd—yz)a' — a xd — yz. 

Faisant ensuite 

JZ=XU, , ^ t 

on aura 

*• a xd — xu = a y/x{d — u). 


et prenant une moyenne proportionnelle entre x cl à — u, 
cette moyenne proporliormelle sera la valeur du radical , 
art. 48 , et le produit se réduira à la forme ah. 

* 7 j/'âb' T 

5o. Si l’on voulait construire encore ^ — S* , 

ô* 

on ferait — =: p , g d = ax , et l’expression radicale se 
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CONSTKUCTIOR DM QCAMT4XÉS RATIONNELLES. aS 
transformerait en 'J ap — ax=z \/ a (p — *), qui est 
encore de la forme ab. 

^ * a \/ i 4- c 

5i. Enfin si l’on se proposait de construire ■ — — - 
^ d + e 

comme toute quantité qui multiplie un radical peut passer 
sous le signe , étant élevée au carré , on changerait l’ex- 
pression précédente en 

\/ a’’b + a'c '9 Z' a‘‘b a’r ~tjZ ab ac 

x/jq. e ^ ^ d-^e 

, . ab , ac „ 

taisant — : et — ; = o , nous aurions 

d-i-e d + e 

\/ aÀ-\- aB= \/ a (^+jÜ) ," 

valeur qui se construirait en prenant une moyenne pro- 
portionnelle (art. 48 ) entre fl et À B. *' 

5a. Les propriétés du carré de l’hypotliénuseï nous 
donnent aussi de.s formules auxquelles on peut rapporter 
les quantités radicales du second degré ; car (Fig. 17 ) on a Fig. i'. 
dans le triangle rectangle BDE , . 

t 

ÜD’ = BE^ -f- DE’ , ou , en faisant BE = a et DE = b , 
BD^=é'+b’,.elBD.= V/fl’ 4 - b'. 

Donc , lorsqu’on aura réduit les quantités quî sont sous 
le radical , à la'somme de deux carrés a’ et b’, la valeur 
sera l’hypothénuse d’un triangle rectangle , dont a et b ' 
sont les côtés. 

5.3. La même équation BD’ 7 = BE' DE’ nous 
donne 

* BE'7=BD' — DE'i 
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et en faisant 


Kotions PBÉLIMIKAIBES. 

BD :^C\ „ , 

> , ona BE'—c^ — i’. , et , tirant 
IjL =p 3 


la racine , BE =, Cette nouvelfc formule 

nous apprend que , si Min a réduit à la différence de 
deux carrés la quantité qui est sous le radical , ce radical 
doit avoir pour valeur un des côtés d’un triangle rec- 
tangle , dont l’autre côté serait b , et l’hypothénuse c. 

54- Pour en donner un exemple , si j’avais à construire 

— 2 TS , je ferais zrs = x’ , cl x se déterminerait 
en prenant une moyenne proportionnelle entre ar et j ; 
car l’équation précédente donne la proportiou 


ar ; X ; ; X ; J. 


D’où l’on tire 2 rî = x'; substituant celte valeur de 3TS, la ' 
quantité radicale devient 

\/ P' — a:’. 

Fifi- ig. Par conséquent, si sxit AB (Fig. ig) “P, je décris unfr 
demi-circonférence , et que je prenne y^C=x, l’angle 
ACB sera droit , et CB sera la valeur du radical. 

55. O* sait qu’il existe plusieurs autres manières que 
celle que nous avons employée , de prendre une moyenne 
, proportionnelle ; on peut, suivant le cas, les Taire .servir 
avec ava^ilagc dans la construction des formules. Par 

exemple, si j’avais à conslrnire -j- ai», prenant 

f'B' ’C* o.j DB = b (Fig.ig), je décrirais sur le diamètre 
AB = a-{- b ime demi - circonférence , et au point de 
jonction jÜ élevant une perpendiculaire DC , la corde yfC 
serait mon radical; car, cette corde étant moyenne pro- 
portionnelle entre AD et AB, comme la géométrie nous 
l’apprend , on aurait la proportiou 

( »■ 
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AD : AC Àc : AB , 
ou a AC î: AC ‘ a-\-b’, 

donc .4 C’ = a’+aô, et, tirant la racine, \/a’-}-ûô. ^ 

56. Celte autre proposition de la géométrie , que la 
tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante et 
sa partie extérieure , nous donne aussi les moyens de 
construire cette même quantité radicale : car , ayant dé- 
crit ( Fig. to) le cercle AED avec un rayon j i, on Fig. lo, 
prolongera le diamètre DE , d’une partie EB = a , et du 
point B on mènera la tangente B A ; alors , par la pro- 
priété de cette tangente , on aura la proportion 

DB:AB::AB:EB, 
otf a ft ; AB ; ; AB ; a ; 

donc AB^ = a' -|-a3, et AB = ■!/ a’-f- ab; par consé- 
quent, AB est la valeur du radical. ^ 

5y. En général , une construction sera d’autant plus 
élégante, qu’elle exigera moins de préparations, et qu’elle 
se fera parnine suite d’opérations graphiques liées les unes 
aux autres sur la même figure. 

C’est ainsi que , dans l’art. 7 , qous avons donné une 
solution très - élégante du problème d’inscrire un carré 
dans un trianglè. _ ' 
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. De la construction des équations complcttes du 
second degré à une inconnue. 

58. Dans ce qui précède , nous avons construit les 
formules , après, avoir résolu les équations qui les 
donnent. 

Proposon.s-nous maintenant de construire les deux 
orateurs d’une inconnue, déterminée par une équation 
du second degré , sans avoir besoin de résoudre cette 
équation. 

5q. Pour cet effet , rendons positif le leriM en x' de 
cette équation, et faisant passer tous les aiTres dans le 
membre qui contient ce terme ; quels que soient les signes 
qui affectent ces differens termes , nous ne pourrons avoir 
que l'une de ces quatre combinaisons. 

a;’ = px — q, ou x’ — px-\-q=:o (f) ; 

X* = — px — q, ou X’ -f- /t* + Ÿ = O”'" (G) ; 

x' = — px Jf-q , ou x' -\-px — q — a (H) ; 

X’ /rx-f- 7 j*ou X’ — px — 9 = 0 (1). 

6o. Pour construire les racines de l'équation (P) , décri— 
Fig. ào. vons (Fig. 20 ) .sur le iliamètre yiBz=p\me. deini-cirron- 
fcrence ; à rextrérnlté de ce diamètre , élevons une per- 
pendiculaire AB-= 'd q, et menons LC parallèle au 
diamètre AB. Il est évident que les perpendiculaires MP, 
M'P', abaissées des points d’intersection M et il/' , vau- 
dront AL = ^ q. Or , toute perpendiculaire sur un 
diamètre étant moyenne proportionnelle entre les deu.x 
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parties de ce diamètre qu’elle sépare , si l’oti noionn 
AP,x ;PBsenp — jc , et l’on auraja proportion 

JP : PM PM : PB, 

ou*: \Aÿ**: :p — x-, • 

d’où l’on tire 

px — X’ = y , ou x’ — px -f- y = O. 

Donc l’une des racines de cette équation est AP; et 
comme l’on aurait été conduit à la même équation en 
prenant, pour x, AP' au lieu de AP , l’autre racine sera 

ylP'^ I 

6 (. En résolvant l'équation (F), on trouve j 

x= 5 />±i Lorsqu’on a i />’< 0“ i P < '^ f » 

b partie radicale de la valeur de x devient imaginaire , et 
par conséquent il est impossible que x , dans ce cas , ait 
aucune valeur, ce qui est d’aîltcurs évident ; car il fau- 
drait que là perpendiculaire ^ y représentes par PM , 
surpassât le rayon ^ p. ' ' • i 

6 a. L’équation G étant résolue , on Voit qne ses racines 
sont négatives et égales à celles de l’éqnalion (F) prises 
négativement (*) : ainsi , au moyen d’un cliangcment de 
signe , les racines de l’équation (F) donnent — AP et 
— AP' pour celles de l’équation (G). 

63 . L’nnc des racines de l’éqnalion (H) peut sc cons- 
truire de la manière suivante : Décrive*' avec un rayon 
= 5 P la demi - circonférence AMU (Fig. 21 ) ; inenet Fig.at. 


(•) .San» résoudi-e ces équations, on peut se convaincre de cette 
vérité : car elles ne dilftrent que par les puissances impaires de l’in- 
connue ; et la théorie des équations nous apprend que , dans cette 
circonstance , les racines de l’une de ces équatiom doivent être les 
racines de l’autre ]>rises négativement. 
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So * Notions fréliminaibes. 

à cette demi-circonférence une tangente MT — \/ yj 
nommant x la partie AT du diamètre prolongé ju.squ’à 
la rencontre T de la tangente, la propriété de cette tan- 
gente donne la proportion 

TA ; TM :: TM : TB, 

ou * : v'y ;; \/ y ; x+p ; 

D’où l’on tire 

x' px:=ç , Ou X’ pa: — y = o. 

64. Cette seule racine , étant connue , fera trouver 

l’autre ; car, en résolvant l’équation (H) , et en nommant 
x' et x" les deux valeurs de x, si on les ajoute ensemble , 
on trouvera x' 4- x*' = — p,{^) ; en faisant passer l’un 
des tei-mes du premier membre dans le second , on con- 
clura que l’une des racines est égale à l’autre prise en signe 
contraire , et diminuée de*p. Dune , TA étant une racine 
de l’èquation (H) , l’autre sera 

^TA — p = — {TA+p)z=z—{TA + AB)=—TB. 

65. Enfin , si l’on résout les équations (II) et (1), on 
reconnaîtra, comme dans l’article 61 , que les racines de 
l’équation (I) sont les mêmes que celles de l’équation (II) 
prises avec des signes contraires, et peuvent être repré- 
sentées par — TA et par -f- TB. 


(*) On sait aussi par la lliéoric des équations que le coeflicient p 
pris Dégativement , est ^al à la somme des racines de l’équation 
V+/7X — y = o. 
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DELA 

GÉOMÉTRIE AIVALYTIQÜE 

A DEUX DIMENSIONS. 


De quelle manière une èq^ialion à deux incon- 
nues donne naissance à une ligne qu’on 
nomme le lieu de celle équation. 

66. Lorsque, entre deux .indéterminées x ct_y, on n’a 
qu’une seule équation , la valeur de l’unei des inconnues 
ne peut s’obtenir qn’après en avoir assigné une arbitrai- 
rement à l’autre (*). 

Par exemple , si l’on a l’équation 

X — V y — a 
après en avoir tiré _^ = 2 *-f-i,si l’on donne successi- 
vement à X les valeurs suivantes : 




on trouvera y z=z i\. 



r = 7; 

etc. (**) ; 



f 


, (*,; L'anal) w indéterminée jette im grand jour sur celle matière. 

(**) On pourtait bien donner des valeun poHÙaeii y, pour 



3 s GEOAtlit. ANAr.TT. A D«VX DIMENSIONS. “ 
tie sorte qne, pour chaque solution , il y a toujours une 
valeur de x et une valetlT’.d^jsqui doivent se corres- 
pondre. ^ 

67. Examinons comment oa a pu représenter par une 
figure cet assemblage de solutions. 

On a imaginé deux droites indéfinies, AX^AY (Fîg. 22), 
formant entre elles un angle arbitraire, que, pour plus 
de simplicité , nous supposerons droit. On a donné à AX 
le nom d’axe, des Abscisses ^t à 'AV le nom d’axe des 
Ordonnées. 

()8. Lorsqu’on veut construire une solution, par exem- 
ple , cclU où .T = 2 et = 5 , on prend sur l’axe des 
abscisses une ligne AP = sl , et menant à son extrémité 
P une ligne PMz=B, parallèlement à l’axe des ordonnée.s, 
le .système des lignes AP et PM donne la solution. 

Soit encore^ pris x = Aq = i ; d’après le tableau de 
l’article G6 , y vaudra . 3 . L’on mènera donc par le point q 
une parallèle qn à l’axe des ordonnées, et Aq et qn seront 
la solution du cas où x~ 1 ety=. 3 . 

(ihaqiie solution détermine la position d’un point dans 
la ligure : .ainsi , dans nos dci;x exemples , nous avons 
déterminé Jps points 3 / et n ; le premier au moyen des 
lignes AP et Pii/, le second au moyen des lignes Aq et qn. 

6g. On a donné en général au système des deux lignes 
qui déterminent un point , le nom de Coordonnées : ainsi 
AP el PM sont -les coordonnées du point M, et Aq et qn 
sont les coordonnées du point n. 

70. Mais, quand lés coordonnées ne sont pas dénom - 


rfétemriner ceHe*^ *■; mm k- ty ê iiu i » dm solut i o n » seriùt le n i é ut e .: 
tiuu» tvoM tronvé , par csemple , tjne » es a «kMiiuùt j ,?= 5 4 eu 
■fcisaul •rbiu*iïfi»e«t 7 ^ 6 , ou troortrait * = a. ^ 



détermination dü lieu d’une équation. 33 

Inees ensemble , celle (luI suit la direction de l’axe de» 
abscis.ses prend le nom d’Abscisse , et celle qui est menée 
parallèlement à l’axe des ordonnées prend le nom d’Or- 
donnée : ainsi, dans nos exemples, AP et At/ sont deux 
abscisses , et PM et qn sont deux ordonnées. 

qi. Toute abscisse étant comprise entre le pied de son 
ordonnée et le points-/, ce point, pour cette raison, 
porte le nom d’ürigine. f 

72. Ayant donc construit ( Fig. 28) les valeurs données Fig. a 3 . 
- par notre équation , article 6ü , 


é 


</i .prenant les absc. o et les ordonn. AR = i , 

AP == 1 , PjT/ =3, 

AP' = 2, FM'=S, 

AP«z= 3 , P'<M"=q, 

etc. , etc. , 

on déterminera une suite de points R , M , M ' , M" , 
tous assujettis à une même loi, pnisqu’ils ii’ont pas été 
pris arbitrairement , et qui s’éJoigneront de plus en plu» 
de l’axe AX. 

q' 6 . Ce petit nombre de solutions n’est rien en com- 
paraison du nombre infini de .solutions que donne notre 
équation , même en se bornant à des abscisses moindre» 
que AF'. Par exemple , si l’on substitue .successivement 
dans notre équation , 

lès -valeurs fractionnaires .-e = 3 , on trouvera yz=z2 , 

* = t ; -y — k y 

^ = 


Ainsi, en prenant ( Fig. 28 ). Fig. a 3 , 

les abscisses Aq = i 1 on fera les ordonnées qn = 2 , 

^9' = • ï 9'"' = 4 1 

Aq" q"n'l— 6 , 
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et les points , n , M , n' , M' , n" , M" , se rappro- 
cheront encore davantage. 

y4‘ Jusqu’à présent nous n’avons parlé que des solu- 
tions positives ; ce que nous avons dit dans les notions 
préliminaires, suffira pour faire comprendre comment 
il faut construire les solutions négatives. 

La combinaison des signes des inconnues , lorsqu’elles 
ne sont pas l’une et l’autre positives , ne peut nous don- 
ner que ces trois cas : 

Premier , x négatif , y positif ; 

Second , x négatif , y négatif ; ^ . 

Troisième , x positif, y négatif. 

Dans le premier cas, la solution détermine un point L 
Fig. ( Fig- ) ^3”* l’angle X'AY. 

Si , par exemple , on fait x = — j , on trouvera 
y = , on prendra donc l’abscisse AI = j et l’ordonnée 

* JL XX et l’on déterminera le point L. 

Dans le second cas , la solution détermine un point 
dans l’angle X'AY'. Par exemple , si x = — t , y — — i, 
on prendra l’abscisse Al'xx— i , fordonnée l'L'z = — i, 
et l’on déterminera le point L'. ' 

Enfin , dans le troisième cas , où x est positif et y 
négatif, la solution déterminera un point dans l’angle 
XAY'; notre équation — a x -f- i ne nous fournit pas 
d’exemple de ce cas. 

^5. !Nons avons vu , article yS , que les points trouvés 
à l’aide des coordonnées , se rapprochaient d’autant plus 
que les abscisses différaient moins entre elles : mais com- 
ment assigner la limite du rapprochement de ces points ? 

Pour lever cette difGculté , Je vais démontrer que le sys-. 
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tême général de tous les points déterminés au moyen de 
l’équation y z=z % x i, en donnant successivement à x 
toutes les valeurs possibles est une ligne continue. 

Si le système de tous ces points ne formait pas une 
ligne continue , cela ne pourrait arriver que de deux . 
manières : ou il existerait des abscisses , telles que AP 
(Fig. a 4 ), qui seraient sans ordonnées correspondantes , Fig. 34, 
ce qur ne p< 4 l être , parce que nous savons que toute 
valeur donnée à æ en détermine une pour ; ou il 
arriverait ( Fig. aS ) que deux ordonnées consécutives , fjg. 25. 
telles que PM et P'M' , différant d’une quantité sensible 
MM', il y aurait une interruption dans le cours de la 
courbe entre les points M et M' , ce qui ne peut être 
encore. En effet , d’après la nature de l’équation , toute 
valeur donnée à y étant admissible , une valeur au- 
dessus de Pii/, et rfnoindre que PM', ne pourrait se 
porter ailleurs qu’à l’extrémité P de AP, parce que les 
ordonnées vont toujours en croissant dans le même sens. 

On déterminerait donc un point dans l’intervalle MM' ; 
mais cela est contre cette seconde hypothèse. 11 suit 
de ce qui précède , que le système des points déterminés 
par les coordonnées de l’équation = a a: -j* * > donne 
naissance à une ligne continue , que nous reconnaîtrons 
bientôt être une ligne droite. 

76. Cette démonstration peut s’appliquer à toutes les 
autres équations , et lorsque la ligne n’est continue qu’entre 
certaines limites, art. 129, il ne s’agit que de prouver 
seulement, comme nous le verrons, art. 129, la conti- 
nuité des parties qui sont comprises entre ces limites. 

77. La ligne que l’on vient de déterminer, art. 76 ,^au 
moyen des coordormées , est ce que l’on appelle le Lieu 
de l’équation , qui sera une ligne droite ou courbe, sui- 
vant le degré de cette équation. 
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78. La ligne qui est le lieu d’une équation /jouit donc 
de la propriété que chaque point qu’elle renferme , 
nous présente dans ses coordonnées les valeurs de x et 
de 7 qui doivent être une solution de l’équation. ^ 

Recherche du lieu de Véqualion du premier 

dearé à deux indéterrniriém. 

c* 


70. L’équation du premier degré à deux inconnues , 
dans toute sa généralité, est il/y = iVx .j- 1* , divisant 
par il/ elle devient ' 

iV V 

AJ M ’ 

■s * \ 

et faisant ^ = a, -^ = b, cette équation se réduit à 

M M 

yxza X -\-b , 

dans laquelle a cl b peuvent représenter des quantités 
positives , négatives ou milles. Nous examinerons .succes- 
sivement tons ces cas. Supposons d’abord b = o et a 
positif, nous aurons ^équation 

jr = ax, 

qui , réduite en proportion , donne 

X :y :: i :a. 

Donc la ligne qui est le lieu de celte équation doit 
avoir cette propriété, que toujours, l’ah.scisse soit à for- 
donnée dans le rapport constant de i à a. Pour savoir 
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te que signifie celle conslante a , je fais x = i , el l’équa- 
tion_j'= ax devienl7'= a ; donc la constante a est [Or- 
donnée qui correspond d x = i . 

80. Ayanl adopté le point A (Fig. 26) pour origine , el Fig. 
pour axe des abscisses , '.si je prends une abscisse y^/ 
égale à Punité linéaire, et que j’élève une perpendicu- 
laire IG sur son extrémité /, la ligne droite ylC qui 
passe par l’origine et par le point G, sera le 1i?ii de 
l’équation _j' = ax; car, de l’un des points M de rette 
ligne abais.sant arbitrairement la perpendiculaire MP , 
et nommant AP, x , cl PM , ^ , les triangles rectangles 
semblables , AIG, donneront la proportion ^ , 

AI: IG;: AP: PM, . 

ou i ; O X : J ; 

d’où l’on tire y — ax , équation d'une droite qui passe 
par l'origine. 

8t. Les géomètres disent que a est la tangente tri'^ 
gonométrique de l’angle MAP , que notre' droite fait 
avec l’axe des abscisses. En effet , le rayon des tables 
étant pris pour unité, si l’on compare le triangle AGI is 
un triangle semblable construit avec le rayon des 
tables , on aura là proportion 

^ AI : IG :: rayon : tangente des tables , 

ou 1 ; 1 b I : tangente GAI-, 

donc tangente Gy 4 /=: fl. 

82. Lorsque la ligne droite ne passe pas par l’origine, 
elle doit rencontrer ( Fig. 27 ) l’a.xe AV on son proion- Fig. 
gement AV\ et, dans ce dernier cas, couper l’axe des 
abscisses. Examinons le premier. 
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Soient donc ÀP et PM les coordonnées * et ^ d’un 
point M pris arbitrairement sur une droite BC qui 
coupe l’axe des ordonnées an point» B ; menons , par 
l’origine A , .h droite AD parallèle à BC; il est évident 
que 

PM ou jr = PD + DM (J) 

La» ^rlic PD de cette équation peut être considérée 
comme l’ordonnée qui , dans l’équation de la ligne AD , 
répondrait à AP^=x. 

Pour déterminer cette équation , la droite AD passant 
par l’origine , il suffit , art. 8i , d’avoir la tangente 
trigonométrique de l’angle or , la ligne AD étant 

parallèle à BC , l’angle DAX qu’elle forme avec l’axe des 
abscisses, est égal à l’angle COX que notre droite BC 
forme avec le même axe. Nommons a la tangente tri- 
gonométrique de ce dernier angle ; a sera donc aussi 
la tangente trigonométrique de l’angle DAX. D’où il suit 
que la droite AD a pour équation ( art. 79 ) , y=ox; 
l’ordonnée de cette équation devenant PD , lorsqu’on 
prend x xxAP, on aura donc 

PD = ax. '• 

Le parallélisme des mêmes droites BC et AD prouve 
encore que DM = AB. Nommons^ J cette partie AB 
de l’axe des ordonnées, interceptée par notre droite^ 
et substituons dans l’équation (J) les valeurs que nous 
venons de trouver pour PD et pour DM ; nous aurons 
enfin = ax -{• b , équation de ta droite qtd coupe faxe 
des ordonnées. 

83 . Si la droite coupe l’axe des abscisses , et par 
conséquent rencontre le prolongement de celui des or- 
données , comme on le voit dans la figure 37 , où celte 
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droite est représentée par B'C\ menons à B'C'-la pa- 
rallèle AD ; • 

L’ordonnée PM' ou y=PD — DM' (K). 

Soit a la tangente de l’angle C'O'X que notre droite 
lait avec l’axe des abscisses : l’angle DAX formé par 
la parallèle AD , aura la même tangente , et l’on prou- 
vera , comme dans l’article précédent , que si , dans 
l’équation de la droite AD , qui passe par l’origine , 
l’abscisse x est représentée par AP, on aura 

PD z= aXf 

Si l’on nomme i la partie AB' prolongée de l’axe dos ordon» 
nées jusqu’à la rencontre de notre droite , comme à cause 
des parallèles comprises entre D M' = A B’ — h , en 
substituant ces valeurs de’ PD et. de DM' dans l’équa- 
tion (K), on trouvera ^=«x — b, équation de la droite 
qui coupe l’axe des abscisses. ^ 

84. Jusqu’à présent nous avons toujours supposé que 
la tangente trigonométrique de l’angle que notre droite 
forme avec l’axe des abscisses , était celle d’un angle 
aigu DAP (Fig. 27): mais si l’angle (♦) devenaif ob-Fig. 27.. 
tus , la trigonométrie nous apprenant que Id tangente a 
serait négative et égale à celle du supplément de cet 
angle , 

• 

les équations^ = ax , deviendraient yz=. — ax , 

y = ax.\-b‘, y = — ox-\-by 

y ■=. ax — b, .... (*) 


(*) Lorsque nous parferons de Tangle qu’une droite CB { Fig. a 8 ) 
fait avec l’axe des abscisses, sans désigner si c'est l’angle BCX ot» 
l’angle BCA , noos entendrons toujours l’angle BCX qui a soa. 
ooTcruirc tournée à droiie.. 
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8.Ï. On peut panenlr d’une manière plus directe à ce» 
dernières éi|uati«ns. 

Fig. 38. En premier lien, .soient (l'ig. aS) les roordonnée* 
d’un point de la droite UC, ÀP-=x, PM —j' , la 
ronsLantc A/l .= i , et a la tangente trigonométrique de 
l’angle aigu , su|)plénient de l’angle BCX que notre 
droite BC forme avec l’ase des abs(is.srs : en compa- 
rant le triangle Z>M/^ à celui des tables , on aura la pro- 
portion 

t : O :: QM ; BQ, 

'' ^ ou 1 : fl :: X ; bq ; 

» donc BQ = flx. 

Cela posé, il est évident que PM ■=: AU — BQfov, 

en mettant les valeurs — ax , équation 

de la droite B C qui forme un angle obtus arec l’axe des 
abscisses. 

Ce résultat est conforme au précédent; car il nous 
apprend qu’on doit prendre négativement , dans la formule 
y~çx-\- A , la tangente de l’angle aigu , .supplément 
de l’angle obtus que forme notre droite avec l’axe de.s, 
abscis.scs. 

86. En second lien , soient toujours a la tangente tri- 
gononiètri(jue de l’angle aigu , supplément de l'angle 
Fig. 39. obtus que fait la droite UE ( Eig. 23 ) avec celui des 
abscisses ; b la valeur absolue' de AB , c’est à-dire sa va- 
leur numérique, abstraction fiite du signe qui doit l’af- 
fecter ; et nommant AP, .r ; PM, y, puisque y tombe 
au-tle.ssous de l'axe des ab.sris.scs-, .sa valeur doit être néga- 
tive , art. ; on aura donc 

y=.—PM-^— (PZl+Dil/) =— {PD+AB) 
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-Pour iléu niiiner P/> , je compare le triangle AID k 
celui des tables , et la proportion 


1 


: a 


X ; PD 


ilie donnera 

PD = ax. 


Substituant cette valeur , j’aurai, 


ou y = — ox — Ifj équation, de la ligne- 
qui forme un angle obtus avec la direction de l'axe des abs- 
cisses, et coupe son prolongement. 

87. Si, dans l’équation = ax , on fait x=o, 
l’équation J" = ô ne pourra plus déterminer qu’un point 
i’ ( l’ig, 27). La position d’un point éUint lL\ée , lors- Tig 
qu’on connaît les valeurs a cl ;8 des coordonnées x ctj- de 
ce point, c’est-à-dire , lorsqu’on a les équations x = a 
J’ = , on a donné à ces équations le nom d’équations du 

point. , 

Il est visible que, dans le cas présent, a=:o, fi = è. 


, Enlin a peut être zéro , sans que x le soit : alors jr =b. 

y — ^ 

Ces deux valeurs de a et de & réduisent celle de x = 

, ». a 


à — -. Donc X est indéterminé : et puisque y n’a qu’une 

valeur h , l’on doit conclure que , quelque abscisse que 
l’on prenne , l’ordonnée ser» ce q>ii nous montre, que 
la droite , dans ce cas, doit être une parallèle à J’axe des 
abscisses, coupant l’axe des ordonnées à une distance b de 
l’origine. Ce parallélisme est d'ailleurs manifeste , puisque 
l’angle est nul. 

Enfin , si dans l’équation y — ax b , a est infini ÿ 
t’angle COX (Fig. i 5 ) devient droit, alors le point P 


Géoh£tr. Analtt. a deux dimensions. , 

SC confond avec le point O ; l’abscisse n’a plus qu'une 
valeur O, et la droit CD devient une parallèle à l’axe ^¥. 

88. Il résulte de ce qui précède , que, pourvu qu’on 

regarde les constantes a et b de l’équation b 

comme susceptibles de pouvoir représenter des quantités 
positives , négatives ou nulles , les équations de toutes 
les lignes droites ( suivant le cas ) rentrent dans celle-ci , 
quelles que soient les positions de ces lignes ; c’est pour- 
quoi on dit que yz==ax-{-best \' équation de la ligne 
droite. 

De l’équation de la ligne droite assujettie à 
passer par des points donnés. 

89. Jusqu’à présent , la position de notre droite a été 
fixée par les constantes a et b. La première détermine 
l’angle que fait la droite avec Taxe des abscisses ; et la 
seconde détermine le point d’intersection de l’axe des 
ordonnées par cette droite , ou , ce qui revient au même , 
détermine le point qui a pour coordonnées o et b. 11 est 
bien ésudent que la position de cette droite a dû être* 
fixée , dès qu’on a donné un angle et un point connu par 
ses coordonnées. ' 

£n généralisant cette idée., au lieu de donner le point 
sur l’axe des ordonnées, on peut le prendre en un en- 
droit quelconque , et trouver l’pquation de la droite qui , 
passant par ce point , fait un angle a ^vec l’axe des 
abscisses. 

f 

Soient a et ^ les coordonnées de ce point : quoiqu’on 
ignore encore l’équation de cette droite , sa position étant 
fixée par ces deux conditions , et ne supposant pas que^ 
Ia tangente o dé l’angle qu’elle fait avec l’axe des absr-. 
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ci^es soit infinie , cas où cet angle est droit , et par 
conséquent où cette ligne est parallèle à l’axe des ordon- 
nées, on conçoit que la direction de cette ligne doit 
rencontrer celle de l’axe des ordonnées. Nommons h la 
distarKe inconnue de l’origine au point où notre droite 
rencontre la direction de l’axe des ordonnées : cette droite 
aura donc pour équation 

y=zax-\-l (L). 

« 

Et puisque le point (*) « , |S est sur la droite , dès qu’on 
donnera à x la-valeur particulière « , y sera ^ ; par consé- 
quent , notre équation deviendra 

/5c=a « -f- i ; 

d’où l’on tire 

h — |8 — a «. 

Substituant la valeur de cette constante dans l’équation (L), 
on a ' 

y—ax — a « /8.* 

Faisant passer /3 dans le premier membre, et mettant 
entre parenthèses ce qui est multiplié par a dans le second, 
on obtient 

y — & = a (* — a) (M) , équation de 

la ligne assujettie à passer par un point a, fi. ' 

go. Lorsqu’une ligne est assujettie à passer par deux 
points, on sent que sa position est fixée. Représentons 
toujours l’équation de cette ligne par = -j- ù , et 


(*) Pour plus de brièveté, nous appellerons à l’avenir a , jl le point 
dont les coordonnées sous a et t. 


GÉOMIîTH. ANALl'T. A DEUX DIMENSIONS. 

. » 

cherchons ,i déterminer les valeurs des constantes a et ô , 

au moyen des coordonnées des points connus. 

Soient a , fi les coordonnées de l’un de ces points ; , fi' 

les coordonnées de l’autre : 

Ces points étant par hypothèse stir la droite , dont 

I équation est j' = ax -)- 6 , donneront lieu aux équa- 
tions • 

(N) , 

fi'=a^'-^b (O). 

Retranchant l’équation (N) de l’équation (O), et tirant 
la valeur de a de la nouvelle équation , on trouvera 

- . ■ > fi' — fi 

II faudra substituer cette valeur dans l’une des équa- 
tions ( N ) et ( O ) , pour obtenir celle de b. Mais on y 
parviendra plutôt, en multipliant Féquation (N) para', 
l’équation (O) par a ; et , retranchant l’une de l’autre , il 
viendra 

a,' fi — U fi' b a' — i»; 

d’où l’on tirera 

a' fi — a fi' 

' a'—' • 

Les valeurs cle a et de ^ tUant substituées dans Téquatioia 
y =ox + 6 , on obtiendra . , 




pour l’équation demandée. 

91. Pour pars'cnir à une équation beaucoup plus 
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simple, on observera C|ue , dans l’equatlon — fi-=za 
( .r — a), art. 8ç) , d’une ligne assujettie à passer par 
un point , la constante a est arbitraire : mais, lorsque la 
ligne doit passer par deux points , l’angle déterminé par 
cette constante , cesse de l’être. Et , en effet , la valeur 
de a s’est offerte à nous en fonction des coordonnées de nos 


deux points, lorsque nous avons trouvé , art. 90, l’équation 

0= . Si l’on substitue donc cette valeur dans* 

«' — « 


l’équation y — ]3 = a (a: — ot),on assujettira la droite 
à faire l’angle necessaire pour qu’elle pas.se par' le point 
fi' et l’on aura 


fi* ' fi 

y — fi— — (x — a) (P)» éjuation de 

a — et 

la ligne assujettie à passer par deux points. 

Cette équation rentre dans celle de l’art. 90 , en faisant 
passer la valeur de fi dans le second membre , en rédui- 
sant au meme dénominateur , et eu effaçant les quantités 
qui se détruisent. . 

92. L’équation (P)* est sjonétrique par rapport à l’un 
et à l’autre point, c’est-à-dire , que les coordonnées , 3 ' 
n’y entrent pas d’une manière différente que les coor- 
données et, fi. En effet, si l’on retranche^' — fi de 
chacun des membres , pour que le premier se réduise à 
y — |gt , notre équation deviendra 


, y-fi'=-, L (^x^a)-ifi'-fi). 

O a ■*“ * 

Développant le second membre , le réduisant ensuite 
au même dénominateur , et supprimant les termes qui se 
détruisent , 





/ 
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Multipliant par — i les deux termes de la fraction 





obtient 


, ce qui revient à en changer 


les signes , on 





équation qui est la même que l'équation (P), dans laquelle 
*011 changerait « en a' , a' en «, /3 en fi' , tt fi' en fi. Ainsi , 
quelle que soit la position des points donnés , on peut 
prendre arbitrairement l’un de ces points pour a . , fi ; Vautre 
sera nécessairement a ,' , fi'. 

, q3. On peut parvenir à la même conclusion , sans 

exécuter de calculs : car lorsque , art. 90, pour déterminer 
les constantes a et 6 de l’équation j)' = ojc -f- i , nous 
avons employé les équations fi = a j8' = aa'+ ô, 

qui sont de même forme , il nous a été libre d’adopter , 
pour l’un des points, les coordonnées a. , fi , ou les coor- 
données a' , fi' ; hypothèse qui doit subsister encore à la fm 
de l’opération qui nous a donné l’équation (P). 

94- Les équations assujetties à passer par deux points , 
peuvent aussi se déduire immédiatement des considérations 
géométriques , de la manière suivante : 

Fig. 3o. Soit une droite ( Fig. .3o) CD formant un angle DCE , 
avec la direction de l’axe des abscisses, dont la tangente 
est a. 

^Nommons a. tl fi les coordonnées AB, BC , d’un point 
■ donné C , sur cette droite , et x , , les coordonnées 

vîêP , Pii/, d’un point quelconque il/ de cette droite; en 
comparant le triangle rectangle CQM à celui des tables 
qui a l’unité pour hypothénuse , nous aurons la pro- 
itorlion 

i:a::CQ: qm. 



ou i l a :: X — a. :jr — fi; 
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' t 

donc 'y — (8 = a(ar— a), 

équation de la droite assujettie à passer par un point, 

95. Si l’on nomme a' et jS' les coordonnées AL , LD , 
d’un autre point D , on pourra établir la proportion 

1 : « : : ce , de . 

ou I : O ;; tt' — a : fi ' — 

d’où l’on tire 



Substituant cette valeur dans l’équation précédente^ on 

aura . ■ ‘ 1 <, 

(P), 

» — a ^ 

dçuation de la droite assujettie à passer par deux points. 

96. Si l’angle que la droite CD (Fig. 3 i ) fait avec la Fig. 

direction de l’axe des abscisses , était obtus ( voyez la 
note de l’art. 84), DCE en serait le supplément, et 
aurait une tangente trigonometrique égale , que nous 
représenterons par o;et, en conservant les mêmes don- 
nées , on aurait la proportion - - < 

» I a : QM, 

, ou 1 : a:: «— a: 
d’où l’on tirerait 

y — fi=a ( <t — *), 
ou y — /* = — a (* — a). 

97. Enfin, si un autre point D était donné par ses 
coordonnées /S', en comparant le triangle DCE <1 celui 





‘4P GÉOMÉTR. ANÀLTTf A DKUX DIMENSIONS, 
des fables , on aurait la j>roporlion 

i:a:: CE:DE, 

ou I : a ; : « — — /s , 

ou encore i a ‘.I — («' — «):/ 3 ' — fl; 

d’où l’on tire ' 

V 

fl' — fl 

a = ; , 

«6 — ei 

et , par conséquent, en changeant les signes des deux 
’ membres , 


Substituant cette valeur dans l'équation de l’art. 76, on 
•btiendrait 


y-fl — - 


(« — «)• 


qS. Comme cette équation est la meme que celle que 
nous' avons trouvée, art. qi et q 5 , pour une droite 
qui fait un angle aigu avec l'axe des abscisses, on peut 
conclure qiu; celte équation a lieu pour un angle aigu 
comme pour un angle obtus. 

qq. .Ou donnera la même généralité à l’équation 
y—fl = a (a: — a), en adoptant tacitement qile a puisse 
représenter une quantité positive dans le premier cas, et 
une négative dans le second. 

100. Lorsque , dans celte dernière équalirTn , on fait 
«=ro, fl — b^ elle devient y — b'=:ax, ou plutôt 
y = ax b, qui' est l’équation déjà trouvée , art. 88 , 
pour être celle de la ligne droite. 
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■tfe l’équation d’une perpendiculaire et de celle 
d’une parallèle à une droite dont l’équation 
est donnée. 

101. On a vu , art. 90, que la ligne a.<»ujeuie à passer 

par un point pouvait passer par nn second point 

|3', lorsqu’on disposait de a convenablement : on peut 
déterminer a par toute antre condition. 

102. Proposons-nous de trower l’équation d'une droite 
BC ( Fig. 3 a ) assujettie à passer par un point donné I, et Fig. 
perpendiculaire à la droite OC qui a pour équation 

y = ax + b. ' • 

Soient « et /S les coordonnées ÀH et III du point 
/, et a' la valeur absolue de la tangente trigonométrique 
de l’angle CBX que cette perpendiculaire fait avec l’axe 
des abscisses : cet angle , dans les cas où a est positif, sera 
toujours obtus, parce qu’il vaut la somme des angles 
OCB et COB , dont l’iin OCB est supposé droit. L’é- 
quation de la droite CB qui passe par le point «, / 3 , 
sera donc , art. 96 , 

jr—fi — — a' (ar — «) 

Rien ne distingue encore cette équation de celles 
qu’on obtient en général pour toutes les droites qui , 
passant par le. point u , g , forment un angle obtus avec 
l’axe des abscisses. Mais nous remarquerons que 
étant aussi la tangente de l’angle CBO, supplément de 
CBX, et CBO étant ce qui manque à l’angle COB pour 
faire un angle droit, il en résulte que tangente CBO=z 
cotangente COB. Or , entre la tangente et la cotangente , 

4 



# 

5o G)jOM#.Tn. ANAITT. A DEUX DIHENSIOHSU 
il existe cette proportion : 

tang. : 1 :: 1 : cof, 
donc O : I 1 : a' ; 

d’où l’on tire 



a 


Substituant cette valeur dans notre équation, nous aurons 

y — /3= — *) (Q)j iguotion d'une droite 

qui est perpendiculaire d la ligne dont l'équation est 
y=zax'^b , et qui passe par un point donné a , fi. 

io3. L’équation de la perpendiculaire CB n’a été trou- 
vée qu’en se fondant sur les principes exposés précé- 
demment. Je vais en donner une démonstration plus 
directe. 

Fig. 3a. Soient ( Fig. 3a ) x et y les coordonnées AP et PM 
d’un point quelconque M de la droite CB perpendiculaire 
à CO , et a et /3 les coordonnées AH et HI du point i. 

Les triangles semblables HIB , PMB , donnent la pro- 
portion 

PB :PM:: HB :Hi, 
ou tt-j-HB — X :y HB ; fi.... (R) , 

dans laquelle il faut mettre la valeur de IIB qu’on va dé- 
terminer. I^a tangente trigonométrique de l’angle COB 
étant a , si l’on mène à la droite CO la parallèle IK , 
l’angle IKB aura la même tangente , et l’on aura la pro> 
portion 

I ; a KH : fi, 

qui donne 
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Equation d’une peupendiculaire. 5i 
La ligne IH, étant une perpendiculaire abaissée du sommet 
de l’angle droit KIB sur rhypotbéni s'. , est moyenne 
proportionnelle entre les lignes KIl et IIB , et par con- 
séquent on a la proportion 

KH ; III :: IH : IIB, 

^ ou-j ; > /3 : lis-, 

donc HB = a fi. 

Substituant cette valeur dans la proportion (R), «elle 
proportion devient » a fi — æ \ y a fi I fi- 
el , en divisant par fi le second rapport , , ' 

. 

•a-\-afi — x :y y. a \ I. 

Egalant le produit des moyens à celui des extrêmes, > 

ay^*-\-afi — X-, 

faisant passer a j 3 dans le premier membre , et observant 
que a est facteur commun de deux termes, 

■ ® {.y-fi'i^»—x-, 

divisant par a , 

— — :r); 

. • “ 

et à cause que — (x — a), 

on aui'a onGn 

y — fi=. L(a:_,) , 

a 

équation qui est la même que celle de l'article précédent, 

1 04. Si , dans l’équation y— fi L(x — «), nous 

a 

faisons ^ = 3 et«=:o, nous trouverons 


! 


/ 
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Fi». 33. pour r^quation de la perpeadiculairc ES ( Fig. 33 ) sur 
la ligne OE , au point E où celte droite OE coupe l’axe 
A Y des ordonnées. 

105. Lorsqu’on mène une parallèle à la ligne dont l’é- 

quation est = a a: -f- ^ * cette parallèle , formant néces- 
sairement le même angle avec l’axe des abscisses, doit 
avoir pour coefficient de x dans son équation la même 
tangente trigonométrique , c’est-à-dire , qu’en représen- 
tant l’équation de la parallèle par IC, il faut 

que a = a'. 11 n’en est pas de même des constantes A et 
ù', car, si elles étaient égales, les deux lignes couperaient 
l’axe des abscisses au même point , et , comme a = a' , 
elles prendraient la même direction et se confondraient; 
cé que l’on ne suppose pas , puisqu'on distingue ces 
parallèles l’une de l’autre. 

De l’eæpression de la distance de deux 
points. 

106. Les coordonnées de deux^ points étant connues , 
non-seulement nous donnent l’équation assujettie à passer 
par ces deux points , mais peuvent encore servir à déter- 
miner la distance de ces deux points. 

Fig. 34 . En effet , soient ( Fig. .34 ) AH = « , HC = /8 si l’on 
appelle x el y les coordonnées . • 

du point JD , . . CD ou Z = v'’(x — — |S)’; 

du point Z)', . Cjy ouz= v/( « — a: )’ -f- — /3 ; 

du point D'/, . CD" our = '/(a — x)'-j-(/8 — 

du point Z)*", . CD'" ou Z ^ \/ {x — — jY 

(.es quatre valeurs de z sont égales, parce que 

(.c— o)* =!•(• — x)\ cl que (jj- — = comme 
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•Tl peut s’en assurer en examirant les cl( veloppcinens «le ces 

• ' , 

produits : donc z = (*) V ( x — ««)’+(/ — «3 )’•■•• (S) 

est l’expression générale de la distance du point a , & au 
point X, y. . . 

De V équation du cercle, * 

107. Soient (Fig. 35) « et /S les coordonnées y/// Fig. 35. 
et HC du centre d’un cercle , x el y celles d’un point 
quelconque de la circonférence : la propriété du cercle 
étant] que la distance de ces deux points, dont nous vc^ 
nons , art. 106 , de trouver l’expression , soit constam- 
ment égale au rayon <2, il en résulte que 

ax=V (3:— <t)’+ (.y—/*)’ (T), tst 

l'équation la plus générale du cercle. 

to8. Cette équation se simplifie, lorsque l’origine E est 
prise 'à l’extrémité A du diamètre (Fig. 36) ; car alurs 
l’abscisse du centre « = a , et son ordonnée /3 = o. Subs- 
tituant ces valeurs dans' l’équation (T) élevée au carré, 
réduisant, et tirant la valeur de_y, on obtiendra 

y'‘ — 7, a X — X* , équation du cercle 
dont l’origine est à l’extrémité du diamètre. 

109. On parvient à une équation encore plus simple, en 
faisant « = o et /S = o ; alors l’origine est au centre , et 
l’équation générale élevée au carré, devient 

a’ == X* + ou y’ = fl* — X’ , équation d» 
cercle dont l’origine est au centre. 


(*) Nous ne metfons pas le double signe + devant le radical , 
parce que, les 'deux points étant donnés de position ,noos ne d«i- 
tcmiinons que la valeur absolut de la distance de cet points. 
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fig. K. 


S4 GÉOM^TR. A'SAMT. a beux DyUENSIOMS- 

II O. si l’on voulait savoir comment on peut appli- 
quer à l’cqualion^’ = 2 a .r — a;*, le procédé qu^ nous 
avons suivi , art. 72 , pour construire par points le lieu 
d’une équation, il faut partager a eu parties égales. Par 
exemple, si l’on prend a de cinq parties, on fera a 5 
dans l’équation y‘‘ =: 2 ax — et tirant la racine , ou 
trouvera 

y ± 10 X — x' , ' 

ce qui montre que, pour chaque valeur de x, il y aura 


<lf ux valeurs d 

e y qui devront sc 

porter ( Fig. 36 ) en sens 

contraire. 




Faisant succès* 

On trouve ce» 

Valeurs 

Valeurs 

si^ement 

valeurs doy : 

pfisilives : 

J . 

négatives : 

X = 0 , . • 

• J= 0 ; 

• • • • 


X P - 1 l f • • 

. y = ±3-, 

• 

R 

II 

• • 

a = 2 , . . 

. j = ±4; 

y — <]n . 

. . y= qn' 

Æ = 3 , . . 

• = ± V 21 ; 

y = rn . 

. . y z=m> 

* — 4 » • • 

• y = ±:\/ -Ai 

y = sn , 

. . y = sp' 

X . S ÿ • • 

. y = ±: 5 ; 

y -• tn . 

. • y — i»' 

X = Ij » • • 

. y=±L y/ a4; 

y = un . 

. . yz= un' 

X 1— . 7 ’ • • 

. j = ± V 21 ; 

vn . 

. . y = vn' 

»V P... » ^ y • • 

• .r = — 4; 

y — ^n . 

. , y = zn' 

a:= y, . . 

. y = ±i'i; 

y x=kn . 

. . y = hn' 

X p 4~7 I Q f • • 

.y ±.o-, 

• • • • 

• ••••• 


Ayant déterminé les points désignés par n et par n’ , 
011 pourra en trouver d’autres plus rapprochés , en don- 
nant à X dés valeurs intermédiaires, comme dans l’art. -yS. 
Enhn on prouverait , comme dans l’art. y 5 , que tous les 
points qui correspondent aux valeurs comprises depuis 
x = o jusqu’à x= 5 , et depuis x= 5 jusqu’à a: = 10, 
forment une ligne continue. 


Digitized by Google 


Expression de là sist. se deux points. 5 S 


Des coordonnées des points d’intersection 
des lignes. 

tu. La plupart des problèmes de géométrie roulent 
sur les propriétés qui résultent de l’intersection des lignes 
droites avec d’autres lignes droites , ou avec la ligne 
circulaire. 

11 est donc souvent très-utile de connaître les coor- 
données du point de rencontre de deux lignes , pour 
pouvoir déterminer, à l’aide d’un autre point ou d’une 
seconde condition , la grandeur et la position de ces 
lignes. 

Lorsque les équations de deux lignes sont données , 
et qu’on regarde x ei y comme représentant la même 
abscisse et la même ordonnée dans les deux équations, 
c’est admettre que x tly sont les coordonnées du point 
d’intersection : par conséquent, en éliminant successive- 
ment a; et_^ , les valeurs que l’on obtiendra seront les 
coordonnées du point où les lignes peuvent se rencontrer; 
valeurs qu’on ne pourrait évaluer numériquement , si 
les lignes ne se rencontraient jamais , comme. nous le ver- 
rons dans l’article suivant. 

J 12. Soient ' 

y z= a X -\-b l’équation de la droite BC ( Fig. 3y ) , Fig. 37 * 
y =a'x -f- l’équation de la droite DE -, 

j’élimine x entre ces deux équations. Pour cet effet , je 
multiplie la première par a', et la seconde par a ; retran- 
chant cette dernière de l’autre, et divisant par le multi- 
plicateur de y , j’obtiens 


a' b — Ob' 
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Substituant cette valeur dans la première équation, mul- 
tipliant par a' — a pour faire évanouir le dénominateur, 
réduisant , et tirant la valeuï de x , je trouve 



tes valeurs 


b — b' a'b — Ob' 


sont donc les coordon— 


a — a a — a 

liées d'un point F de la ligne £C, puisque ce sont les 
valeurs particulières que peuvent prendre x et ^ , dan» 
l’équation y — ax b de cette droite. Or , ces coor-, 
données du point F étant aussi deux valeurs particu- 
lières de X et de J- , dont l’équttion y =xa' x b' de. 
la droite DE , le point F appartient donc aussi à la 
droite DE ; d’où il suit qu’il ne peut être sur l’une et 
sur l’autre ligne qu’à leur point de rencontre. 

Il 3. Les droites ne peuvent pas s’atteindre, lorsqu’elles 
sont parallèles : mais alors elles forment des angles, 
correspondans i‘gaux avec l’axe des abscisses ; d’où il 
résulte que « = o' , et que les valeurs de x et de y- 
deviennent 


b— b' 

■= = 'x>,y- 




: 00 ; 


ce qui nous apprend que les coordonnées du^ point de 
rencontre sont alors infinies, c’est-à-dire, que,, quelque 
prolongées que soient les lignes, jamais elles ne se ren- 
contreront. 


✓ 
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57 


Application des principes fondamentaux de 
la géométrie Mnalytique ci la solution des 
problénies de géométrie. 

Problème rRiMiEH. 


Hèmunlrer que les diugonales d un parallélograwme 
se coupent en deux parties égales. 

t 

Prenons pour origine le point A ( Fig. 38 ) , et desT 
poiiris C et D abaissons les perpendiculaires CE , üb ; 
les triangles ACE, BDf , seront égaux , et l’on aura 

AE^BF, CE = DF. 

Nommons AE , x' ; CE , y'\ AB , x^/, 

la ligne AD étant assujettie à passer par les points A et U , 
on déterminerîTson équation au moyen des coordonnées 
de ces points , de la manière .suivante : 

\ 

Pour le point A , l’abscisse = o « 1 ordonnée r= o. 

Pour le point D , l’abscisse = x>l + x' , l’ordonnée = j'. 


Mettant ces valeurs dans l’équation —, ^ 

( X — a) (P), art. 91 , de la droite assujettie à passer 

par deux points , et considérant que les coordonnées a. , $ 
peuvent représenter celles du point A ou celles du 
point D , art. 92 et g3 , je puis adopter arbitrairement 
l’une de ces hypothèses : ' 


ï =0 , o,\ 

a' = x// + X' , J 




a =:: xll a;' , |8 =jr' ■ 
, fi'= O. 


Adoptant la première , et faisant donc les substitutions 





<69 GÉOMÉtR. Araltt. a deux BIMENSIOHS. ' 
^'cllc exige , la formule (P) se réduit à 




x" x' — 

r 

x‘l -f- x' 


(x — o) ♦ 

, équation de la ligna 


éroile ÀD. 

On trouvera de même l’équation de la ligne CB , aa 
moyen des coordonnées des points C et B. 

Pour le point C , l’abscisse = x' , l’ordonnée —y ; 
pour le point B , l’abscisse = x//, l’ordonnée = o. 

Adoptant l’hypothèse où « et fl représentent les coor- 
données et O du point B , et où par conséquent a' et 
A' sont nccessairemept celles du point C\ substituant ces 
valeurs dans la formule (P) , je trouve 



(x-x») 


♦ 


Y 

ou r = — (x — x^) , équation de la 

X* — • X" 

droite CB. 

Pour avoir les coordonnées AU et IIG du point de 
rencontre des droites AD et CB , je regarde donc, art. 1 1 1, 
X et^ comme étant les mêmes dans leurs équations , et ^ 
égalant les valeurs de_y, je trouve 


f 

x'> x' 


X 



supprimant le facteur commun_y' , 

X X — X* 

xH -f- x' ~ x' — X»’ 
Lisant évanouir les dénominateurs , 


x(x' — x^) = (x — x^) ( x// 4 " ) î 


i- 
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développant , réduisant , et divisant ensuite tout pas 
on obtient 

x' -|- x" 

x= ^ — ; / 

s 

donc AH XX i AF. Or les triangles semblables AGH 
ADF , nous donnent la proportion 

AH: AF:: AG : ad , 
ou' i : I :: ag : ad ; 

donc AG XX J AD. 

On prouverait de même que GB == A CB. Car , 
pui.-îqne H est le milieu de AF, FH = a (x* -f- x' ) , * 

et HB = FH — B F XX. j ( x''/ -|- x') — x' = j (x" — x'); 

d’une autre part, EBxxxH — jt/, donc 

H B : EB ;; i {x'i — x' ) : xH — x' -j ; i , donc 
JIB zxz ^ EB ; et comme les triangles semblables BCE ^ 

BGH, prouvent que BG et BC sont dans le même 
rapport qtie HB et EB , on conclura donc que BG 
est la moitié de CB. 

Problème II. 

Il 5. Partager un triangle CAB (^Fig. 3ç)) en deux parties Tig. Sg» 
égales , par une droite AD menée du sommet A de l’un 
des angles sur le côté opposé. 

I 

Prenons le point A pour origine , et nommons ç la 
tangente trigtniomélrique de l’angle inconnu DAB ; 
l’équation de la droite AD qui passe par l’origine , sera , 
art. 8o. 

J' =.<?*(*)• 


(*) On pourrait déduire rette équation de la formule (P) , pag. ^5 J, 
car , si l’un litit x = i , on doit avoir , art. 79 , f pour ordonnée : il 
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Nommonsx' les coordonnées AE , EC du point 
C, et la base AB. 

Nous pourrons donc déterminer l’équation de la droite 
CB , au moyen des coordonnées , qui sont : 

Pour le point C , abscisse = x' .ordonnée =y\ 

Pour le point B , abscisse = x ^ . ordonnée = o. 

Substituons ces valeurs dans la formule (P) , en pre- 
nant les coordonnées de B pour a et pour fi ; nous trou- 
verons 


x' —X» ^ 


•x'I"), équation de la 


droite CB. 

Si l’on élimine x entre les équations de res lignes AD et 
CB, l’ordonnée DG du point d’interserf ion sera la hauteur 
du triangle ADB dont la base est x^L Pour y parvenir , les 
valeurs de_y étant égalées, on a 


y' 


(x — **), 


et par conséquent ^x'x — <pxHxr=iyx — y'x>> , d’où l’on 


tire 


f 


(U). 


_y'— çx'-f (px// 

Mettant cette valeur de x dans l’équation de la droite AD y 
on trouve * 

ipj' xil 


y — 


y'—çx' + 


■H 


(V). 


faut donc cherclier l’cquation de la ligne qui passe par le point A , 
dent les coordOnnccs sont o , o , et par un autre point dont le» 
toordouiiccs sont i et ». ■ ‘ 
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Pour avoir la surface du iriangic ADI) , il faudra mul- 
tiplier cette valeur de_^. par la moitié de la base du 
triangle , et l’on aura 

i A * 

î— = surface trions. ADB. 

f~ <l>x' + (px'/ ® ’ 


Cette surface ADB est , par hypothèse , la moitié de celle 
du triangle ACB , représentée par le produit L AB-k CE, 
ou J x'! y' ; donc 




n-> 


y' — çx' -j- 


■\x«y' 


Supprimant le facteur commun j x'^^y' , cette équation se 
réduit à 

y — <px' + *' 

Faisant évanouir les dénominateurs , et réduisant . 
ÇixH — y' — ^x', et , par conséquent , 

^ x'-fx//‘ 


Substituant dans l’équation ( U ) cette valeur , on trouve 

/ 

^ j// 


y+r 


, ix'l—x')' 

X' + xH 


I-+ 


r /A 

— 


tH—x' xx^'^ 


x'4-x// 


Au moyen de cette valeur , l’équation de la ligne CB 

y* 

donneray = — . Ces coordonnées x et y du point D 
détermineront la position de la ligne AD. 


Digitized by Google 


"1 


Sa Géouétb. analtt. a deux dimensiohs. 
Problème III. 

Fig* 40. Il 6. Démontrer que les trois perpendicuUiires ( Fig. 4 o ) 
élevées sur les milieux des côtés AU, AC, BC d’un 
triangle, se rencontrent en un meme point. 

Conservons les données du problème précédent , en 
nommant AD , x'; DC ; AU,’x'l. 

Tout se réduit à prouver que le point où deux des 
perpendiculaires se coupent , est le même que celui où 
une de ces perpendiculaires est rencontrée par la troi- 
sième: il faut donc chercher les équations des trois lignes, 
et voir si les coordonnées du point de rencontre de deux 
d’entre elles, ont les mêmes valeurs que les coordonnées du 
point de rencontre de rime de ces lignes par la troisième. 

Pour cet effet , la perpendiculaire PM passant par le 
point P dont les coordonnées sont \ X» eX o , et faisant 
avec l’axe des abscisses un angle droit dont la tangente 

est infinie , c’est-à-dire , — , l’équation de PM sera, 
article 8 <j , 

yr=±ix-ixn- 

On trouvera ensuite les équations des perpendiculaires 
EG , Fil, en cherchant celles des droites et CB, 
parce qu’il sera facile d’en déduire, art. 10a, la valeur dtt 
cociïîcient de x dans les équations des perpendiculaires 
qui passent par les points E et F, lorsqu’on connoitr.i 
les coordonnées de ces points. Or, les points £ et h’ étant 
les milieux des droites AC et CB, les triangles semblables 
AEK, ACü , prouvent que, puisque AE est la moitié de 
AC, on doit avoir 


« 
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AK = {M) — ^x\ 

EK = iCD = iy; 

et les triangles semblables BFL , BCD, prouvent que , 
puisque BF est la moitié de CB , 

LB = lBD = i{AB — AD)=i(xi/-x'), 

AL = AB—Ln=x«—i x')= 

FL = lCD = iy. 

Pour déterminer les équations de AC et de BC (*) , au 
moyen des coordonnées AK , EK , AL , FL, nous avons : 
Pour le point A, l’abscisse = o , l’ordonnée = o. 

Pour le po^nt E , \ abscisse := ^ , l’ordonnée ; 

, y' 

par conséquent , y=. — x est l’équation de la droite 
De même , pour le" point B , l’abscUse = x», l’ordon- 
née z= o ; pour le point F , l’abscisse AL ~ ■ 

l’ordonnée FL = Z- j donc 


y' 

y = — - — f X — xU'\ 

est l’équation de' la droite CB. 

Et comme , en général , lorsque l’équation d’une ligne 
droite est représentée par 

yz=ax-\-b, 

Péqnation de la perpendiculaire sur cette ligne , et passant 
par un point* , est 

y-^=- L(^x-a^- 


( ) Ou peut lei obtenir aussi au nunen des coordonnées des poiuts 
'A, C,B. ' 



64 GÉOMÉTR. ANAIYT. A DEUX DIMENSIONS, 
pour obtenir le<! équations des perpendiculaires JC rt 
BC , il faudra substituer à a , dans celte formule de la 

perpendiculaire , les coefficiens — ^ et ^ de x, don-> 

nés par les équations développées de AC et de BC , et 
mettre respectivement pour a et pour ^ les coordonnées 
des points E et F, et l’on aura 

/ 

x' 

y ly— ( •* — ï •*')> étiration de la perpend. GE ; 

^9- * P^r. FIL 


Enfin il faut joindre à res équations celle de la per- 
pendiculaire PM 1 qui , d'après le calcul qui en a été fait 
au commencement de la solution de ce problème , est 



Mettant dans l’équation de la valeur de x=^x‘f 
tirée de celte équation de PM , on déterminera l’ordonnée 
du point où les droites EG et PM se rencontrent. De 
même , substituant la valeur de x —^^x" dans l’équation 
de FII , on obtiendra l’ordonnée du point d’intersectioa 
des droites PM -ttl FU. Ces deux points d’intersection qui 
ont la même abscisse i x'/, ne peuvent donc être situés 
que sur la direction de la perpendiculaire PM ; par con- 
séquent ces points d’intersection n’en feront qu’un , si 
les ordonnées qui répondent à la même abscisse A x^> 
sont égales; et comme les substitutions de xz=:-^x^ 
dans les deux équations EG , FH , conduisent au meme 
résultat , 



y = iy +* 
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régalité des valeurs de y prouve que les trois lignes se ren- 
contrent au même point. 

Problème IV. 

117. Connaissant régiiafion y = ax h d'une droite CO^ 
et les coordonnées a et fi d'un point M ( Fig. 3 a ) pris Fi 
hors de cette droite , trouver l’expression de la longueur 
de la perpendiculaire menée du point a , fi sur la droite 
donnée. 

- Si l’on çonnaissajt les i coordonnées x' et' y'^du point 
C de rencontre la valeur CM donnée , art. to6 , par 
réquation 

CM= 4 / (x 0-/8 y, 

serait entièrement déterminée : or\ les coordonnées du 
point C de rencontre se trouvent , arl. iit , en éliminant 
successivement xely entre l’équation donnée yz^ax-f- A 
de la droite CO , et l’équation de la perpendiculaire CMf 
que nous allons chercher. 

Pour cet effet, a étant la tangente trigonométrique de 
l’angle que CO fait avec l’axe des abscisses, il éh ré.sultc , 

art. 102, que — est la tangente trigonométrique de l’angle 

que la perpendiculaire CM fait avec le même axe ; et 
comme cette perpendiculaire pas.se par le point M, dont 
les coordonnées a et fi sont données , l’équation de la 
droite CM sera 

* • 

1 T 

' V y_j8 = — — (x — «). , > 

On obtiendra donc l’absci.sse y/ 7 ) du point C d’inter- 
section des droites CO et CM , en égalant les valeur'd* 
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y tirées de leurs équations , «t l'on aura 

fl* + 4 = /8-- — (x — «). 


Faisant évanouir le dénominateur a , et passer les x dans 
le même membre , il viendra 

(a’-f**) *=• — ab a 


et par conséquent 


X 


a. — ab-\- a $ 
a' -1- I 


Retranchant • des deux membres , et réduisant ensuite 
le second au même dénominateur , et supprimant les 

termes qui se détruisent on trouve 

• 

0/3 — tf’o — ab o(j3 — a — b) 

X — a = =: — i , 

a'-f- i O* -j- * 

{ * 


expression qui, étant substituée dans l’équation de la per- 
|>endiculaire, nous fait obtenir 


jr-^ 


(/3 — oa^>) 
O’ I 


Mettant ces valeurs de x — a et dey — /8 dans l’eapres- 
sion de CM, et observant, à l’égard de celle de — ,8 , 
que le signe négatif qui l’affecte devient positif dans son 
carré , on obtient enfin 


CM: 




(0 —a . 


= ï/^ (a’-f t) (g — og 


— (fi — — ^)* 

( 1 )’ 

— b)’ fi — a a. — b 

V O’ -j- I 


expression de la perpendiculaire abaissée du point a, fi sur 
droite dont l’équation est y = ax b. 
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n8. Déterminer l’aire d'un triangle ABC (^Fig. l^l') auTif,. 4t. 
mo^en des coordonnées des sommets des angles de ce 
triangle. ‘ .1 • 

» .-V ■ ' 

Plaçons le sommet A à l’origine dont les coordonnées 
sont O , o , et nommons y les coordonnées du point 
B , et y’t les. coordonnées du point C. > ' 

L’équation du côté ÜC, d’après l’art. <}5, est 


r* — v' 


* r ’ * 

transposant^, dans le second membre, 


( x'~ a/ ) ; . 


ff yl 


réduisant ce second membre au même dénominateur, ÿt 
supprimant les termes qui se détruisent, il vient (*) 

. I . . 

y” —y y I y' x"—y"x' 

^~x'i — x' x//— x' ' 

’ ^ • . *• '''' ..i 

Nous mettons l’équation du càté BC sous' cette forme « 
pour qu’on puisse la comparer à l’équation générale . . . 
y =. ax b , qui détermine les 'constantes a gt b 


(*) On parviendrait plus proihptement à ce résolut, en se reséouve- 
hint que la formule (P; revient, art. ^ , à 

4 ' 4 .'4 — « 4 ' 

X=- x-¥— , 

' » — a tt — « 

dans laqodle on' peut remplwer «, 4 et a', 4* par les coordonnées 
a^,/-', et y, y' des points £ et C. , 
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l’expression de la perpendiculaire, qui se réduit à 
— b 

V/T+IF' ‘ 

parce que le point a , |8 d’où celle perpendiculaire JD est 
abaissée , est pris sur l’origine. 

îaisant donc ’ . ■ 


-.r' 


t'I — x‘ ■ 


et . i = 


y' x" — y" x' ! ' 


l’expression 


— b 


V/ 1 4- a* 


devient 


y” x' — y x" 
x''— x' 


K (^yl-y'Y 


î.a partie radicale qui divise , peut se mettre sous cette 
forme : 

T y (^"—xy+Cr" -y'Y _ ^ . 
y ^ {xn—xy ~ x"—x' 

Substituant cette valeur de la partie .radicale dans l’expres- 
sion de la perpendiculaire , et supprimant le diviseur com- 
mun x'> — x' dans les deux termes de la fraction qui la 
compose , on a enfin 

y^x'—yx" - ■ 

V ixn-xy+{y”-y'y ' ' '• 

Et en observant que la distance des points C et B dont les 
coordonnées sont x^f,y"i et x', y, est exprimée , art. io6, 
par 

' Vixx-x'Y + (y'/-yy, 

nous pourrons donc mettre BC à la place de, cette quan- 
tité radicale dans l’expression de la perpendiculaire , qui 
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deviendra 


AD = 


yii x' — y' x" 


BC 


BC 


Cette expression étant multipliée par , donne enfin 

' • ^ 

^ — = aire triangle ABC. 


ProbeémeVI. 

liq. L’équation d’une droite assujettie à passer par un 
point a , fi étant donnée , troui'er les coordonnées d'un 
point x,y, pris sur cette droite, en Jonction de la 
distance des points a, fi et x,y. 

Ayant uni ces deux points par une droite , représentons 
par A la tangente trigonoméliique qu’elle forme avec l’axe 
des abscisses : cette droite passant par le point a , fi , aura 
donc pour équation , art. 89 , 

y— fi— A (_x — a.') .... (X). 

Nommons 2 la distance de nos points a. , fi e.X x , y ; cette 
distance sera donnée , art. 106 , par l’équation 

i>=(ar— (Y). 

Au moyen de ces équations (X) et (Y) qui contiennent 
les mêmes coordonnées , on pourra donc éliminer succes- 
sivement X et J. Pour cet effet , l’équation (X) étant éle- 
vée au carré , donnera 

' ^ (y— — 

• • 

Substituant cette valeur dans l’équation (Y)-, celle-ci. 
deviendra 


yo GéomItr. analyt. a Sftix dimensions. 
ou , à cause que ( * — a )' est un facteur commun , 


d’où l’«n tire 






et , passant à la racine ^ 

X ~a = : 


V^I + A' 


Cette valeur étant substituée dans l’équation ( X ) , nous 
obtenons 

Az 

V I + y/» 

Les expressions de x — « et de que nous venons de 
trouver , donnent évidemment : 


a: 


r = 


^ ^ expressions des coordonnées 

I d'un point quelconque x,y^ 
> en fonction de sa distance x 

j 8 V d un autre point « , fi dont 

^ I A* J les coordonnées sont connues. 


i-^-A‘ 

Az 


Problème VIL 


120. Démontrer les propriétés des sécantes extérieures et 
des cordes qui se coupent dans le cercle. 

L’équation du cercle , dont le centre est à l’origine^ , est 
» art. 101^. Lorsque ce cercle est rencontré 
par une droite assujettie à passer par le point a , ^ , les 
'coordonnées x 'et y doivent être les mêmes pour le point 
de rencontre dans les deux équations, art. ni. Or les 
coofdqnnées de cette droite , exprimées en fonction de la 
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distance z de l’un de ses points x , y zvl point fue « , ^ t 
sont , art. 1 19 , 

- ‘ Az ' 


\/ 1 


~\-a,yz=±. 


\/ I 4- 


+ •• 


Par conséquent , si l’on substitue ces valeurs dans l’éqüa- 
tion du cercle , X et perdront leur nature variable pour 
n'appartenir qu’au point d’intersection de la droite et du 
cercle ; d’où il suit que z n’exprimera plus que la distance 
du point fixe a , jg au point où la droite rencontre le 
cercle. Effectuons cette substitution des valeur; de. x et 
de y dans l’équation du cercle ; nous avons 


•3 






zAfiz 






Ordonnant par rapport i * , et observant que les termes 
en z’ ont les mêmes dénominateurs , et qu’eu ajoutant les 
numérateurs , et rassemblant entre deux parenthèses ce 
qui multiplie z’ , ces termes en z’ se réduisent à 


i + A'^ 


■s’. 


I 4- A^ 

c’est-à-dire , à z’ ; formant ensuite un seul terrtie de ceux 
qui renferment z à la première puissance , parce que ces 
termes ont le même dénominateur, et transposant le terme 
7^ dans le premier membre , l’équatipn précédente pourra 
s’écrire de cette manière : 


z’ 2 


( et 4* ^ ) 


z 4- •* 4- / 3 * — r* = O. 


i + A' 

Cette équation étant du second degré , donne deux 
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valeurs pourc ; ce qui nous apprend que la droite qui fait 
avec l’axe des. abscisses uii angle dont la tangente trigono- 
inétriqne est A , et passe par un point a, ^ , ne peut cou- 
per le cercle qu’en deux points , puisque z exprime la 
distance de ec , |3 au point d’intersection. 

121. L’algèbre nous apprend (*) que, dans une équation 

de degré pair dont la pbis haute puissance de l’inconnue n’a 
de coefficient que l’unitc, la partie qui ne contient pas cette 
inconnue est égale au produit des racines: par conséquent, 
sL nous appelons z' et z'> les distances du point a, , /3 aux 
deux points d’intersection, nous aurons * 

z' z« = + 13^ — r^. 

122 . Si , du point « , /3 , nous menons une autre droite 
faisant un angle A' avec l'axe des abscisses , il faudra 
changer A en A' dans l’équation , pour qu’elle dé- 
teriiiiup, par les deux valeurs de z, les parties de cette 
nouvelle droite comprises entre le point « , /3 et les points 
où elle est coupée par le cercle. Soient /' et t" ces parties , 
comme A n’entre que dans le terme affecté de z , on aura 
encore 

. t' t'< = — r\ 


(*) Ou ;p«ut iniinédiatement recomiaitre celte propiiétç des équa- 
tions dins celle du second degré , représentée par 

« 

x' Jr f X Jf q =.0 \ 

car, en la résolvant, et nommant x’ et x" ses deux racines, on 
Uouve 

X — — ; />+ et = — ïp — \/*p' —q- 

Multipliant l’une par l'autre, et ûiisant les réductions nécessaires dans 
le second membre de la nouyelle équatiou , on obtient 


J 
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En comparant la valeur de ce produit V t" à celui de 
on verra qu’ils sont égaux , et l’on aura l’équation 

z' z" z=t' t« , ■ . 

1 - 

qui , réduite en proportion , donnera 

z' : t' :: t" : z" (Z). 

ia3. Pour trouver les propriétés géométriques renfer- 
mée^ dans cette proportion , il faut que le point a. , fi 
soit donné de position. Supposons-le d’abord hors di^ 
cercle ( i'ig. 42 ) ; menons par ce point au centre du cercle Fig. 4a. 
une droite ü/0 = r'; cette droite surpassant le rayon r, 
on aura 

r' < r'*. 

Si , au lieu de 7 ^’ , nous mêlions sa valeur tirée de 
l’équation 

MO' = OP' -f PM', 

ou r” = a* + fi' , 

la condition nécessaire pour que le point a , fi soit hors du 
cercle , sera exprimée par 

r’ < a’ -4- fi'. 

On démontrerait de même que, si ce point était dans le 
cercle , on devrait avoir 

a* -f < r*. 

ia4- Supposons donc que le point donné soit hors du 
cercle en M ( Fig. 42 ) : alors z' et z'> sont les deux dis- Fig. 4a« 
tances ME et MF h la courbe, d’une droite ME qui, étant 
menée du point » , fi ou M , fait avec l’axe des abscisses 
un angle dont la tangente trigonométrique est de même 
/' et t'< sont les parties MG , MH d’une autre sécante 
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partant du point M , et formant avec l’axe des abscisses un 
angle dont la tangente trigonométrique est A'. Donc , en 
mettant ces valeurs dans la proportion (Z) , on la trans- 
forme en celle-ci : t 

ME : MG :: MH: MF, 

ce qui exprime la propriété des sécantes extérieures. 

laS. Enfin , si le point a. , fi est dans le cercle , z' et z'^ 
représentent les parties d’une droite comprises entre cS 
ÿoinl et ceux où elle rencontre la circonférence : donc , 
z' et z^ devenant les parties d’une corde coupée'au point 
« , fi par une autre droite dont les distances ù la circMi- 
férence sont t' et tH , et qui par conséquent est une 
autre corde , dans ce cas • la proportion (Z) nous apprend 
que deux cordes se coupent dans le cercle en raison réci- 
proque. 
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THÉORIE 

DES COURBES 

J 

DU SECOND ORDRE. 


Des branches des courbes. 

\ 

126. L’itQUATiON du premier degré étant nécessaire- 
ment celle d’une ligne droite , les autres lignes auxquelles 
on donne le noip de courbes , ne pourront donc être 
construites que par des équations des degrés supérieurs au 
premier (*). 

Le mot de courbe est pris , par les géomètres , dans un 
sens encore plus étendu ; ils appellent courbe le système 
général de tous les points déterminés successivement au 
moyen d’une équation , art. 72 , en donnant à l’abscisse 
toutes les valeurs positives depuis o jusqu’à l’infini , et tou- 
tes les valeurs négatives depuis o jusqu’à l’infini négatif. 


(*) Une courbe pouvant M tracer dès qu’on a une équation qui * 
exprime la relation qui existe entre les coordonnées , la loi qui déter- 
mine la position des points de cette courbe, est donc irapliateutent 
renfermée dans son équation. Mais on se tromperait bUn , si l’on 
pemait que toute courbe dont les points sont assujettis à une Ui 
donnée , dépend d’une équation d’un degré limité j car dans le calcul 
.diilercntiel , on connaît un genre de courbes appelées courbes trans- 
cendantes , qui ne peuvent appartenir à aucune des équations que 
nous oi^re l’algèbre. 


1 






' 7G Tii^orib des courbes du seco;«d ordre. 

127. I] semble d’abord qu’une courbe doive toujours s’e’- 
lendre à i’inilni dans les deux sens ; mais on concevra faci- 
lement que le cours d’pne courbe sera interrompu , si l’une 
des coordonnées devient imaginaire. 

36. Prenons pour exemple le cercle ( Fig. 36) dont l'origine 
est sur la ronrbc , à l’extrémité du diamètre, et qui a pour 
équation , art. 108 , 

y'=ZOX — x', ou y = 3 .ax — a:’=i; l/ x (2a — a:). 

Si l’on donne à x des valeurs plus grandes que 2a, le 
facteur 2a — x sera négatif, et rendra telle produit x 
( 20 — a) : donc les deux valeurs de y deviennent alors 
imaginaires ; ce qui prouve que la courbe ne s’étend pas 
au-delà de x= 2a, dans le sens des x positifs. Si l’on 
fait ensuite x nég.atif ,! en mettant pour x la valeur — a', 
le produit a (2a — a) deviendra 

— a' ( 2fl -j- a' ) , 

et restera toujours négatif, parce qu’il est composé de deux 
facteurs de signes contraires : donc j n'aura que des va- 
leurs imaginaires , dans le sens des a négatifs. 

D’après CCI examen, on doit conclure que la courbe est 
comprise , dans le sens des abscisses , entre o et 2a , c’est- 
à-dire, entre yf et fi/ 

128. 11 arrive quelquefois qu’une courbe, après avoir 
interrompu .son cours , le recommence , parce que l’une 
des coordonnées qui , pendant l'inlcrruption , était devenue 
imaginaire ,, redevient réelle. Nous en avons un exemple 
dans la courbe , Jig. 43 , dont l’équation est 

= a’ — û’ ou = d:; Vf a’ — a' ; 

V , * 

car en donnant à a des valeurs positives plus grandes que 
O, cette équation donnera toujours pour chaque abkisse 
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deux valeurs dey , qui s’accroîtront d’autaDt plus qu’on 
s’éloignera de l’origine C. De sorte qu’on aura les deux 
«branches de courbe BM , BM' , qui s’étendront jusqu’à 
l’infini dans le sens des x positifs. 

Mais si l’on donne à x des valeurs comprises entre x r=a 
et a; =r — a , le radical devenant imaginaire , la courbe 
suspendra son cours , mais elle le reprendra depuis — a 

jusqu’à l’infini négatif, et l’on aura une seconde portion 
de courbe N AN' semblable à la première. ' 

129 . Lorsqu’il y a , comme dans cet exemple , une in- 
terruption dans le cours de la courbe , on pourra prt>uver , 
par la démonstration de l’art. 7 ^, la continuité des parties 
de la courbe pour lesquelles les abscisses ne correspondent 
pas à des ordonnées imaginaires. Ainsi on démontrera faci- 
lement que les branches BM, BM' forment une ligne 
continue , et qu’il en est de même des branches AN, AN'. 
- i3o. L’équation xy=k nous offre encore une courbe du 
même genre p car, après l’avoir mise sons cette forme , 

. ' . ' 

si l’on substitue successivement à x les valeurs suivantes . 

k 

X c= O , on trouve y •= — = oo ; 

k" 

x = i»,- —J 

71 

< •» 

k 

x=2B, ...... y = ; 

2JÏ. 

a “ 

^=3^' . • 

' ' 

■ ' h ' 

*=w, y— — =0. 

«3 
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Nous voyons qu'à l’origine , où x = o. Taxe AY 
Fig. ( Fig. 44 ) 8es ordonnées ne rencontre la courbe qu’à son 
extrémité infinie , et qu’à mesure que x augmente , l’or-, 
donnée correspondante diminue, et s’évanouit à l’extrémité 
infinie *de l’axe des abscisses , où la courbe vient rencon- 
trer cet axe. 1 

Cette analyse nous montre que la courbe , dans le sens 
des X positifs , se divise en deux branches DM , DN -, qui 
se prolongent jusqu’à l’infini , où elles atteignent les axes 
dont elles s’approchent continuellement. 

Supposons ensuite x négatif : les valeurs de y devenant 
aussi négatives , on voit qu’il doit exister encore dans 
l’angle Y'AX' deux branches D'M' , D'JV' , qui se pro-^ 
longent jusqu’à l'infini. < 

D’où il suit que la courbe se partage entre quatre bTai.*é 
ches séparées deux à deux par l’axe des abscisses. ... j 
i3i. Il «xiste des courbes composées de. parties dissem- 
blables, mais qui n’en constituent pas jsoins une, seule 
Courbe, parce qu’elles dérivent de la même équation. 

Par exemple , si l’on a l’équation ^ ' 

a"y' — 4. (i — hex = O , 

t 

on trouvera 

a'y' = o^ — ( b — c ) — bcx = ar (** -i* ex — bx — bc ) 

= *[(*-}-<;)* — = — ^)» 

et tirant la racine , après avoir divisé par o’ 



£n donnant à x des. valeurs positives comprises entre o et 
b , le facteur x — .i.sçra touj,ours pégqtif ; et , par consé- 
quent , le produit d*s x — b par celui des autres facteurs 
qui sont positifs, donnera un produit négatif: donc y 
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restera imaginaire , Aant que a; sera compris entre oeti;Fig. 
mais , au-delà de x = ô , le facteur x — b devenant po- 
sitif, la valeur de y sera ré^e , et d’autant p\;is grande 
que X s’accroîtra ; et comme y a deux valeurs égales et de 
signes contraires , la courbe naîtra (Fig. 45) au point JS, 
distant de l’origine A , d’une quantité AB = i , et pro- 
longera, dans le sens des x positifs, jusqu’à l’infini «es 
deux branches BM y BM'. 

On donnera ensuite des valeurs négatives à x, en faisant 
X = — x', et l’on aura 





(^+^) (c- 

a 


X') 


Le facteur x' Çx' -f- i) étant positif , le signe du produit 


_, (x’+i) jc-x') 

a • ) 


dépendra de celui de c — x'. Or , c — x' est positif Unt 
que x' est moindre que c , et devient négatif dès que x' 
surpasse e ; dans le premier cas , la Valeur de y est réelle , 
et , dans le second , elle est imaginaire : donc la courbe 
ne se prolonge , dans le sens des x négatifs, que depuis 
X = O jusqu’à X = — c; et , par conséquent, si l’on re- 
présente par AD l’abscisse — c , la courbe ne s’étend pas 
au-delà de AD dans le sens des x négatifs. Elle est aussi 
limitée , dans le sens des ordonnées , dans cet intervalle 
AD ; car , la fonction de x' dont se compose y, n’ad- 
mettant pas pour x' des valeurs plus grandes que c, cette' 
fonction y a des bornes dans ses différens étaU de gran- 
deur : donc la partie de la courbe qui répond aux x né- 
gatifs ne pouvant s’étendre indéfiniment dans le sens des y y 
doit se trouver renferimee dans un ceruin espace, comme 
nous le voyons dans la figure 45. , 



8o Théorie des courbes du second ordre. 


i3a. Nous ne nous étendrons pas sur les propriéte's des 
courbes , que l’on ne peut bien connaître que dans le cal- 
cul di(Te'rentiel ; les notions ^e nous venons de donner 
sur leurs branches suffisent pour la recherche qui va nous 
occuper. 

. . ■ ^ 

De la division dos courbes du second ordre 
en genres. 

i33. On appelle courbes du second ordre , les courbes 
données par réqualion du second degré, à deux variables. 
Cette équation, dans sa plus grande généralité, peut être_ 
représentée par 

-f bxy-{- cx‘ .^Jy^ex +/= o (A'). 

En la résolvant par rapport à r, on trouve 

— (ix4-J) ( b ‘ — — : iae ) x - f - d ' — 

a.a lia 

et, en la résolvant par rapport à x, on trouve (^) 

3tC ^ C 

.* ■ • 

Pour nous former une idée de la courbe qui peut ap- 
partenir à col,te équation générale, examinons dans quelles 
circonstances son cours s’arrête , ou se prolonge à riiifini. 
Pour cet effet, cherchons dans quels cas les valeurs de.j- 
peuvent devenir imaginaires : c’est donc le radical de la 
valeur de^ qui doit nous diriger dans cette recherche , 


{*) On peut dctliiiie ccUc tlemüre équation de l« précédente, en 
observant que, puisque X et Y entrent d'une .manière symétrique 
dans l’équation ^A') , il suHit du changer v en x , n en c , et <ê- m c , 
et réciproquement, pour que l'éqiuitiun devienne l'équation (C). 
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{>uK<!quc , lorsqu'il affecte une quantité négative , il rend 
la valeur de y imaginaire. * 

Pour simplifier , représentons le polynôme 

• 

( i’ — 4^)** + 2 — s. ae) X d' — af 

j>ar Px’ 

En observant qu’un carré x’ surpasse d’autant plus sa 
racine, que l’on prend pour x des nombres plus élevés, 
on conçoit qu’il peut exister une valeur numérique de x , 
telle que le premier terme ^ x' soit plus grand que la 
somme Ç x -J- P des deux litres. Alors le signe du ré- 
sultat de tous les termes qui sont sous le radical, dépendra 
de celui du premier Px*. 

On a trouvé que le plus grand des quotiens-^ 

que nous représenterons par 5, étant ajouté à l’unité , 
forme un nombre qui, mis à la place, de x, rend Px’ plus 
grand que ^ x -|- P, et que tout nombre (*) plus grand 
que -S -j- 1 jouit de la même propriété. 


(*) Voici de quelle manière je le démontre : je mets le poljnome 
P X’ -4- Ç X 4 - /t sous la forme 


f)’ ;• 


et je vols que pour obtenir une Valeur de x qui fosse devenir Px* 

supérieur à () r + /{, il sufùt d’en déterminer uu>e qui rende x’ plus 

, Q P . Q Ji ' 

grand que~x -H— ; car si x’ surpasse — r + en multipliant 

par P , on aura P x»„> Ç X + 7{. ^ ... . 

Q R ■* ' 

Cela posé , il est certain que si les termes ^ ’ ~p “* ™êmes 

signes, et que x’ surpasse leur somme , à plus forte raison x» surpassera 
la diflérence de ces termes : ainsi nous ne considérerons que le cas où 

(î 
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. Représentons par Vct nombre 5 + i qui, mis à^la plâc» 
de a;, rend le premier terme (A* — 4“^) plus grand 
que la somme des autres : le coefficient A’ — 4 > <iue 

nous ne supposons pas nul, devant être négatif ou positffi, 
nous allons d’abord examiner ces deux hypothèses. 

i34- Supposons , premier lieu, que A’ — ac soit 
un Aombre négatif : en faisant a: = V, le premier terme 
( — 4 , ac) surpassera la somme de tous les autres ; 

et, puisque notre hypothèse le rend négatif, la partie ra- 
dicale de l’équation (B') deviendra imaginaire. 11 en sera 
de même , si l’on substitue Hc la valeur — V, parce que 
le carr^de — V qui entre dans le premier terme, est en- 
core positif. Ainsi l’on peut être assuré que les abscisses 


O n 

m — et — (ont de mêmes signes. Soit if le plus grand des coeê^ciens 



H 

P 


1 


la fonction tSx + S étant plus gi-ande que 


<? 

P 


x+ 


A 


si X* surpasse cette première fonction , il surpassera encore plus la 
seconde ; ainsi tont se réduit à trouver une valeur de x qui rende x* 
supérieur k jS x -i- S. Supposons que S + n soit cette Valeur , en la 
substituant dans les expressions x> et Sx -t- S , nous aurons 

( +J’/i+ A‘, 

ou en réduisant 


«t par conséquent 




. S n + S on(5'-t-n)n>iS. 

Or il est évident que pour toute valeur entière de n depuis l’uniit! 
jusqu’à rinlini on satisfait à cette inégalité : donc si l’on substitue à a: 
l’une des expressions y=S+i, y ■xzS+n, etc. x» 

deviendra supérieur à A' x -f- , et par conséquent à ‘ 

'' Q B 

— x-i . 

P P 

D esB sst dé miou si las coefficiess sont %aux. 


S 
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'•emprises depuis K jusqu’à l’infuii, et dcjpuis — F jusqu’à 
l’infini négatif, coirespondent toujours à des ordonnées 
imaginaires, et qu’en prenant , de eiiaqiie côté de l’ori- 
gine, deux lignes AC et AC' (Fig. 46) égales à F, laj- 
courbe considérée dans le sens des abscisses , ne s’étendra 
pas hors de rintervalle C' C, 

l35. Faisons ici une observation qui va nous devenir 
nécessaire ; c’est qu’on peut regarder x comjne l’ordonnée 
et _^ (ÿinmé l’absciss'e, pourvu que l’abscisse soit portée sur 
l’axe des y. En effet, on voit ( Fig. 46 ) que tout point M 
de la courbe est aussi bien déterminé par les coordonnées 
AP~x et PM-=y que par les coordonnées AP^ 
ctP'M = x. 

i3G. Voici donc une seconde manière de construire la 
même courbe , à l’aide de l’équation (C') qui détermi - 
nera toujours la valeur de x correspondante à une valeur 
donnée dey. En examinant cette équation, on verra que 
le premier- tenne de la fonction de y qui est sous le xa- 
dical , a encore pour coefficient 6" — /^ac. ^ 

Et comme, art. i34, nous avons établi l’hypothèse que 

— 4 ûct était négatif, en appliquant ici les raisonnemens 
que nous avons faits dans cet article , on pourra donc 
prouver qil’il existe , sur la direction de l’axe AV deux 
limites D et JJ' au-delà dçsquclles les y correspondront 
toujours à des x imaginaires : donc la courbe ne pourra 
s’étendre , dans le sens des y, hors de DD', et sera 
entièrement comprise dans le rectangle EE'FF'. Telles 
sont les courbes du second ordre du premier genre. 

187 . Supposons maintenant i’-- 4'^'^ positif, et dési- 
gnons toujours par f^le nombre qui, étant substitué à x , 
a la propriété de rendre le premier terme (à’ — ) x* 

du radical de l’équation (15') plus grand que la somme de 
tous les autres. En substituant à x le nombre V ou i< 
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nombre — V, on obtiendra pour a:* le même nombre 
positif F’ : donc le produit de F’ par b' — 4 
du même signe que cette quantité i’ — 4 , qui , 

dans notre hypothèse, est positive; et comme le premier 
terme (6’ — F* doit surpasser la somme des autres 

termes , qui sont sous le radical , on obtiendra un résul- 
tat positif, et par conséquent la valeur de sera réelle, 
et tout nombre au-dessui de F, pris positivement ou 
négativement , aura la même propriété de rendre ^éelle 
Fig. 47- l’expression radicale : donc , en prenant ( Fig. 4y ) une 
abscisse AC= F, on sera certain que toute abscisse plus 
grande correspondra à une ordonnée réelle , et , qu’en 
prenant une abscisse AC ■= — F, toute abscisse négative 
plus grande correspondra aussi à une ordonnée réelle ; 
de sorte que, menant par les points C et C deux parallèles 
indéfinies EE', FF', qui coupent l’axe des abscisses à 
angles droits , on pourra affirmer que tout point de l’axe 
' desc abscisses qui n’est pas situé dans l’intervalle CC' , 
peut toujours être le pied d’une ordonnée de la courbe, 
et (jue par conséquent la courbe .se prolonge indéfiniment 
hors de l’espace compris entre ces parallèles (*). 

, Et comme , pour chaque valeur de x, l’équation de la 
courbe détermine toujours deux valeurs pour l’ordonnée , 
on peut conclure que les valeurs pos^ives de x , don- 


(*) Comme il ne nous a pas clé nécessaire dans la démonstration 
de la note de l’article i33, d’examiner si quelipies-ims des nombres 
inférieurs à ne pouvaient pas aussi rendre le terme J' x* 
plus grand que la sunuue des autres termes , on sent qu'il esc possible 
qu'il existe daus l'imervalle CC' dis abscisses, telles que ,lr, pour les- 
quelles les ordonnées correspondantes seraient encore réelles j mais nous 
ne considérons jws ces points : il nous kullit de pouvoir afiirmer 
que bots des limites yfC et AC , les abscisses correspondent tou- 
jours à des ordonnées léclles. ’ 
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neront naissance aux deux branches IM , l'M' , qui 
s'étendront jusqu'à l'infini, en s’éloignant de l’origine ; 

Et que les valeurs négatives de x, donneront naissance 
à deux branches LN, L'N', qui s’étendront jusqu’à l’inrini 
négatif, en s’éloignant de l’origine. 

Enfin les ordonnées ne pourront être imaginaires que 
dans l’intervalle compris entre les parallèles indéfinies 
EE' , FF', où les ordonnées correspondent à des abs- 
cisses positives ou négatives moindres que . F. 

Cette propriété qu’offre la courbe de se prolonger indé- 
finiment dans deux sens opposés , en se partageant en 
deux branches dans chacun de ces sens , suffit pour carac- 
tériser ce second genre de courbes, que nous compren— • 
^^ns sous le nom d’Hyperboles. 

Si l’on voulait compter les abscisses sur l’axe AY , 
comme nous l’avons fait , art. i36, on reconnaîtrait de 
même , au moyen de l’équation ((i'), que, de chaque 
côté de l’.txe AY , il existe deux des quatre branches IM j 
l'M' , LN et L'N' qui s’étendj^ jusqu’à l’infinf. 

i38. Lorsque le coefficient 6' — 4 ac est nul , l’équa- 
tion (!>') SC réduit à 

. I / — — 

y — 1 Va (bd — a.ae') x -f- — 4 of- 

Soit V le nombre qui a la propriété de rendre le coeffi- 
cient 2 {bd — 2 oe) plus grand que d' — ^af : si 2 {bd — 20 e) * 
est positif, F, ou tonte valeur au-dessus , rendra positive 
l’expression qui est sous le radical ; par conséipient , si 
l’on prend pour abscisse AC= F ( Fig. 48 ) , il sera prouvé Fij. ^8. 
que depuis C jusqu’à l’infini , tout point pris sur l’axe des 
abscisses, devra toujours correspondre à deux ordonnées 
réelles déterminées par la, double valeur de y. 
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La fourbo sc partagera donc en deux branches, 
l’M', qui se prolongeront chacune jusqu’à l’infini, dans, 
le sens des abscisses positives. 

Si l’on prend ensuite sur le prolnngenient de l’axe des 
abscisses la partie AC — F, toutes les abscis.ses com- 
prises depuis AC' jusqu’à l’infini négatif, renflant néga- 
tive l’expression qui est sous le radical , correspondront à- 
des ordonnées imaginaires : donc , en menant par le 
point C la droite indéfinie EE' , qui coupe à augle droit 
le prolongement de l’axe des abscisses, la courbe devra être 
entièrement comprise d’un côté de cette droite. , 

Si 2 {bd — a ae ) e.st négatif, et qu’on donne à x des 
'g- 49- valeurs négatives comprises ( Fig. 4g) depuis AC' = — V 
pisqn’à rinfini négatif, les valeurs de seront réelles, p^e 
que, dans ce cas, le premier terme 2 . {bd — 2 .ae')Xj 
composé de deux (facteurs négatifs, deviejidra positif, et 
rendra tel le résultat des termes qui sont sous lé radical ; 
tnai.s, en donnant à x des valeurs positives comprises de- 
puis AC jusqu’à l’infini Ja|| partie radicale deviendra ima- 
ginaire : il est donc démiTOré que la courbe ne peut avoir 
des abscisses positives plus grandes (^\xeAC\ par conséquent 
si au point C on mène perpendiculairement à l’axe des 
abscis.scs, une droite indéfinie EF', la courbe sera entière- 
ment comprise d’un côté de 'cette droite. 

Toute la différence qui existe donc entre l'hypothèse 
^ de 3.{bd — 2 oc) po.sitif cl de 2.{bd — aae) négatif, 
est que la c'onrbe se trouve située à droite ou à gauche 
de l’origine , sur l’axe des ab.scisses ou sur son prolon- 
gement. 

Ainsi , lorsque le coefficient i’ — J^ac = o , h courbe 
qui étend ses deux branches jusqu’à l’infini , peut être 
. entièrement comprise d’un meme côté d’une droite in- 
définie. ' • 
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On â donné le nom de Paraboles aax courbes du second 
ordre qui appartiennent à ce troisième genre. # 

iSq. Enfin, si le coefficient de x est ausslnul, L’équatio» 
I^B') , se réduisant à 

yc= — f + ±1 — V' — 

ne renferme x ety qu’au premier .degré , et devient celle 
de la ligne droite. * 

i4o. Il résulte de cette analyse , que l’on peut diviser le» 
courbes du second ordre en trois genres , que l’on recon^ 
naîtra aux caractères suivans : 


Premier, . . . ellipses y . . . b'^ — Ji ac . . . stégafif; 

Second , . . . hyperboles , . i’ — l^ ac . . . positif ; 

Troisième^ . . paraboles , . b^ ac . . . nul. 

i4i- Si O op c était nul , l’une des équations (B') ou 

(C') ne pourrait plus être employée , mais l’autre suffirait 
pour analyser la courbe. Par exemple : si l’on avait a —o , 
le second membre de l’équation B' devenant infini , on 
aurait recours à l’équation (C'), pour reconnaître , d’après, 
l’art. liîy , que la courbe se partage en quatre branche* 
qui s’étendent jusqu’à l’infini. 

Lorsque a et c manquent à-la-fois , les équations (B') et 
(C') ne deviennent d’aucun usage ; dans ce cas, l’équatloa 
générale (A') se réduit à 


bxy dy-+ex /= o , 

et remplit la condition requise pour que la courbe appar- 
tienne au genre de l’hyperbole , puisque , le produit 4 oc 
^venant égal à zéro par la nullité des facteurs qui le 
composent , l’cxpre.ssion i’ — 4<*c est nécessairement 
positive. Nous verrons, art. i<ji , que cette courbe est 
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effectivement une hyperbole , et qu’on pourrait la cons- 
truire %u moyen d’une équation du second degré , qui ne 
serait pas privée des termes en x‘‘ et en_y* ; ce qui achè- 
vera de prouver l'identité parfaite de cette courbe avec 
celles que nous avons examinées, art. iSy. 

Discussion de i équation générale des courbes 
du second ordre. 

4 

i4a. Les caractères généraux qui nous ont servi à clas- 
ser les courbes du second ordre, ne donnent encore qu’une 
idée imparfaite de la nature de ces courbes. Cherchons à 
découvrir de nouvelles propriétés qui nous fassent mieux 
connaître leur structure. 

Pour cet effet, il faut recourir à l’équation (B')‘ de ces 
courbes. Simpli(îons-la d’abord en représentât la partie 
radicale • 

’\/ (6’ — + — s.ae)x-\-d‘ — ^aj piT 


l’équation (!»') deviendra 

y = — " ± \/x 

Faisant un instant abstraction de la partie radicale , nous 
ti’aurons plus que 



Il est facile de reconnaître , art. 8G, dans celte équation 
(EO, celle d’tinc ligne droite B' C (Fig. 5o et 5i ) qi/t 
coupe les deux axes sur leur prolongement : ainsi , quand 
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on prend l’abaisse x = J ou plutôt — * 

devient PC ; mais , lorscju’on a egard au radical , comme 
l’exigc'réquation (DO , «tte équation nous montre quc jr 
aura deux valeurs différentes^ qui correspondront a la 
même abscisse. 

Pour déterminer l’une , il faudra ajouter à PC , qm 

représente la partie rationnelle , une longueur 

CM' = ; alors PM' vaudra 


hx' 

Q.a 


à 

2.a 


x/X. 


Pour déterminer l’autre valeur de J, qui ne différé de 

celle qu’on vient de déterminer que par le radical qui est 
d’un signe contraire, il faudra donc porter C M' dans un 
sens opposé , c’est-à-dire , de C en M. 

En considérant la dernière valeur dej, on voit 
que le point M tombera au-dessous de l’axe des abscisses 
( Fig. 5o ) , si l’on a 


+ jL > ✓*;■ 


2.a 


% 


c’est-à-dire , PC> CM, parce que— v'X 

donnera un résultat négatif pour celle des valeurs de que 
l’oii portera de P en M. 

Dans ce cas , les points M et M' de la courbe seront du 
même côté de l’axe des abscisses. 

144 . Mais le point M tombera au-dessus de l’axe des 
abscisses ( Fig. 5i ) , si l’on a Kg. 5r< 

/ — ■ bx d ■ 

V X > , 

2a 28 
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bx d - 

c’e't-à-dire, C'M'^PC, parce que f-\/X 

2.0 

donnera un résultat positif pou» la valeur de que l’on 
portera de P en 71/ ; et alors les deux points Met M' ne 
seront. pas du même côté de Taxe des abscisses. 

i4i>- l*uisque , d'après l’art. 14 ^, on a déterminé deux 
points M et M' de la courbe , en portant de chaque côté 

du point C , les parties C'M et C'M' égales à V^X, 
la ligne MM' qui unit les deux points 71/ et M' de la 
courbe , a donc la propriété d’être partagée en deux par- 
ties égales par la droite B' C : ainsi les points 71/ et M' 
«ont placés d’une manière symétrique , l’un au-dessus ^ 
l’autre au-dessous de la droite B'C. 

Ce que nous disons des points M et 71/' donnés par un© 
même solution , devant s’appliquer à tous les points dé- 
terminés deux à deux pour chaque valeur de x , on con- 
çoit que la droite indéfinie /J' C' doit partager toutes les 
cordes parallèles à l’axe des ordonnées en deux parties ab- 
solument égales ; c’est pour cette raison qu’on a donné à la 
droite j&'C' lenomale diamètre. 

i 46. On peut remarquer que l’axe AV des ordonnées 
est oblique jH|(liamètre, et que , pour qu’il le coupÂt à 
angle droit ,TT faudrait que B'C' fût parallèle à, AX', ce. 
qui exigerait que l’équation de la ligne B'C' se rédui- 
»h à 



condition remplie ^ lorsque = o, cl , par conséquent, 

lorsque le coeffjcient b du terme xy est nul. Cette hypo- 
thèse exigerait donc que l’équation (A') ne contînt point 
de terme en xy, ce que nous ne supposons pas , puisque 
«ous prenoiw cette équation dans toute sa géncralitéw Enfin 
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Discussion de l'équation générale, 
t\ h e.\. d étalent nuis , l’équation (E')- du diamètre 
■ se réduirait à JC = O ; donc le diamètre se confon-» 

drait avec l’axe des abscisses. 


1 47 - Dans nos figures 5 o et 5 1 (*) , la ligne B'C' est située 
au-dessous de l’axe des abscisses, parce que, devant adopter 
un signe pour les quantités d et 0 qui entrent dans 
l’équation générale , nous choisissons le signe positif. Mais , 
comme il est possible que l’équation particulière que l'on 
copipare à la générale , fasse changer ces signes, le dU— 
mètre peut avoir toute autre position à l’égard de l’axe des 
abscisses; par exemple : si a seulement est négatif, l’équa- 
tion (E') du diamètre devenant 



ce d^mètre se trouvera au-dessus de l’axe , et sera repré- 
senté, art. 82 , par BC ( Fig. 5 o )- Fig. 

(Quoique la direction du diamètre coupe nécessairement 
celle de l’axe des abscisses , puisqu’on ne suppose pas ces 
dignes parallèles , il ne s’ensuit pas que la ccq|fbe doive 
être toujours rencontrée par l’axe des abscisses ; car on 
sent qu’il est possible que toutes les ordonnées soient si- 
tuées d’un même côté de l’axe des abscisses. Voyes 
Fart. 143. 

148. Il se présente ici cette question à résoudre. Trouver 
à çuel ligne on peut reconnaître que la coyn&e coupe, dans 
sa direction, T axe des absciss'es. 

11 est certain que, si cette rencontre a Heu, ce ne 
peut être qu’a\i point où_y=o. Faisant doricj'=o,. 


Pour éviter la complication de la figure , on a trecé seulem|pt 
Pellipse ; niais nOtre analyse s'applique également aux autres courbes <hs. 
second ordre., , 
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réquation(A') se réduit à 

ex' -j- ex -|- J'xz O. 

ou plutôt à 

e f 

x’ 4- — X 4 = O (F'). 

c c 

Cette équation étant résolue , donne 

2c r 


/ 


valeur qui" devient imaginaire , lorsque — est une 

^ quantité négative ; donc, dans tout autre cas , x est réel , 
et la courbe coupe l’axe desabscisses en deux points, puis- 
que X a deux valeurs. • 

i 49‘ Par un procédé analogue on trouverait de même 
que la condition nécessaire pour que la courbe puisse 
couper la direction de l’axe des ordonnées, est que 

d' f . .... 

J ) soit une quantité positive. 

' i5o. On peut se proposer maintenant celte question ; 

Une équation ayant les conditions nécessaires pour que 
la courbe ne soit pas coupée par l'axe des abscisses, peut— 
on faire éprouver quelque changement à cette équation qui 
la rende telle , ^ue la courbe , sans être altérée , coupe l’axe 
des abscisses ? 

Cette question dépend de celle-ci : PeuU-on déranger la 
position de l’un des axes à l’égard de la courbe ? 

Pour en avoir la solution , concevons que la courbe 
Fig. 52. rapportée aux axes AX , AY (Fig. ,ait été cons- 

truite au moyen de son équation. Si, à une distance 
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AA' = (3 de l’origine A , on mène par le point A' de 
l’axe des ordonnées , une parallèle A'X' à l’autre axe , 
chaque point de la courbe aura sur ce nouvel axe une 
ordonnée moindre de |3 ; car, ayant déterminé un point 
de la courbe au moyen d’une ordonnée y correspon- 
dante à l’abscisse * , ce point ,tic peut être situé qu’au- 
dessus ou au-dessous nouvel axe A'X ' , ou sur cet axe 
même. r 

Nommons y' l’ordonnée du point rapporté au nouvel 
axe : dans le premier cas, le point étant représenté par jW, 
il est évident que , quelle que soit sa situation au-dessus 
du nouvel axe , on aura toujours 

P'M=PM — AA' 
ou y — yit— fi; . 

dans le second cas , le point qui se trouve au-dessous du 
nouvel axe étant représenté par iV, on doit avoir, en 
queh^ue part qu’il se trouve , , 

P'N=AA' — PN. 

Cette valeur de P' N est déterminée d’une manière ab- 
solue, comme celle de P’M^ c’est-à-dire, sans avoir égard 
au signe qui doit en marquer la position relativement au 
nouvel axe :mais, comme cette ordonnée tombe en sens 
contraire de l’autre , sa valeur relative doit être de signe 
contraire, et l’on aura ' 

FN=—AA' + PN, 
ou y ~~~ fi + y. 

La formule jy' =_y — /S convient donc à tout point pris 
d’un côté quelconque du nouvel axe. Enfin elle a lieu 
encore , si le point était sur le nouvel axe ; car alors , y 
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devenant /3, est nul, et la formule, dans ce cas, se réduii 
effectivement zy' = o. Il résulte de ce qui 'précède , que 
l’équation y =_y — |3 exprimera toujours la relation qui 
doit exister entre les ordonnées d’un meme point , men'ées 
sur les axes parallèles A'X' . 

i5i. On pourra donc obtenir une équation entre les 
coordonnées x t\.y' , en substituai à y , dans l’équation 
(A.') , la valeur y' fi; et la transformée délcnninera 
5a, toujours, pour chaque valeur de A' P =x (Fig. Sa ) , 
les ordonnées P'M et P' JV de deux points de la courbe 
qui avait été formée au moyen de l’équation en x , ^ : 
donc l’équation en x , y' donnera , non-seulement la 
même courbe , mais encore la fera renaître au même lieu 
qu’elle occupait à l’égard du plan sur lequel on l’avait 
tracée , pourvu qu’en la c.oi^ruisant , on mène l’axe A'X^ 
qui se rapporte à l’équation en x^y , à une distance fi de 
l’axe primitif AX. 

Mais , si l’on ne Vent pas consen’er à la courbe • sa 
même situation à l’égard du plan , l’axe A'X' peut-être 
pris à volonté ; car , la position de l’axe primitif AX étanj 
alors arbitraire sur le plan , il en doit être de même de 
l’axe parallèle A'X' distant de l’autre de fii 

iSa. Il esta remarquer que le changement de situation 
des axes sur le plan , n’influe en aucune manière sur leur 
position relative à la courbe, à laquellcsils sont invariable-* 
ment liés ; on ne peut changer la situation de ces axes , h 
l’égard de la courbe , qu’en prenant une autre équation : 
c’est aigsi que nous venons de voir que l’axe M'X' qui 
Construit la courlie au moyen de l’équation en x , y' , est 
plus reculé sur cette courbe d’une quantité fi , que l’axe 
AX qui appartient à l’équation en x , y. 

i53. Tout ce que nous venons de dire sur Id Change- 
ment de situation de l’axe des abscisses , à l’égard de la 
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•ourbe, peut s’appliquer à l’axe des ordonnées ; de sorte 
qu’en faisant 

a: = *' -f- a , 


cet axe sera transporte , parallèlement à lui-même , it 
«ne distance « , et la nouvelle équation en x' ^ jr déter- 
minera la relation qui doit exister entre les coordonnées 
qui appartiennent au nouvel axe. 

i5+. Pour une plus grande généralité, nous convien 
dronsiqne « et ^ peuvent; représenter des quantités néga- 
tives aussi bien que des positives; car, nous n’admet- 
tions que cette dernière hypothèse , on n’aurait la faculté 
de transporter les axes que dans l’angle XAV, au lieu de 
pouvoir les transporter dans tous les angles droits formés 
autour du point A. Voyez l’art. 74 - 


x55. Püisqu’en supposant h courbe tracée sur un plati p 
les axes étant menés parallèlement à eux-mêmes, peuvent 
s’écarter plus ou moins de leur première situation à l’égard 
de cette courbe , on conçoit qu’il ést toujours possible de 
la leur faire rencontrer, en disposant convenablement des 
quantités indéterminées a et /8. Nous avons vu, art. 148 , 
que. la condition nécessaire pour que la courbe représentée 
par l’équation générale (A') , rencontrât l’axe des abscisses,' 

était que ^ fût une quantité positive. Si cette 

condition n'est pas remplie , on peut changer l’axe des abs- 
cisses , art. i5i,en prenant une autre équation en^', 
qui résultera de la substitution dey'-j- ^ , à la place de y, 
dans l’équation de la courbe ; et alors le nouvel axe sera 
transporté , parallèlement â l’autre, à une distance Or, 
/8 étant arbitraire, on peut lui donner unt valeur telle que 
la condition néce.ssaire pour que la courbe rencontre 1,'axe, 
ce remplisse. Substituant donc^'-{- ^ dans l’équation (A'), 
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on aura 


ay*^b\xy e x a 

-{- J I -}' /SÔ -f- J /3 

+ J 


O 


(G') 


et représentant par F le dernier terme , et par E et par 
D les coefilclens de y et de x , cette équation deviendra 

b xy'-i- c l)y'-\-E o;-j- F = o (H'). 


La condition nécessaire pour que Ja courbe rencontre Taxe, 

étant , art. i4o, que — .soit une quantité posi- 

-tive , on pourra toujours disposer convenablement de jS, 

E^ F 

qui entre dans £ et dans F, pour que — — — soit 

C 

une quantité positive. Alors la valeur de x qui répond à 
y = o, aura, art. 148, scs deux racines réelfes, et la 
courbe coupera le nouvel axe en deux points. 

i 56 . On peut maintenant ne plus considérer que le 
nouvel axe. Pour cet effet, il suffit de prendre réqualion 
(HO , au lieu de l’équation (AO, pour cclle.de la courbe. 
Abandonnant l’axe primitif et l’équation (AO qui s’y rap- 
porte , il nous sera pennis de supprimer les accens, que 
nous n’avons donnés h y , dans l’équation (IP), que pour 
di.stinguer ses ordonnées de celles qui étaient comptées Sur 
l’axe primitif y/A, dont il ne sera plus question, et noUe 
5 j. équation (HO deviendra 


«j ’-f- b xy -j- c .r’-|-.D E x F~ o. 

Cette équation étant de meme forme que l’équation 
(AO , nous poiitrons la représenter par cette dernière , 
c’est-à-dire , regarder l'équation (AO comme étant celle 
qui SC rapporte à l’axe A'%' . 

1G7. Si le dernier tenue y est nul, l’origine est'sur U 
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courbe ; car les points où la courbe coupe l’axe , se déter- 
minant par les valeurs que prend x dans son équation, 
lorsqu’on a fait y = o , on a donc dans cette hypothèse , I 
l’équation (F'), qui, parce que /«t nul , se réduit à 

‘ / 

car* -J- ejc O. 

Cette équation , étant décomposable en deux facteurs , 
puisqu’elle peut se mettre sous cetffe forme , 

. . Jc(caf + e) = o, 

est satisfaite , en faisant sc = o , ou en faisant a; =: — : 

c 

donc la valeur de a; = o étant cel|||^e prend x à f on-« 
gine des abscisses , et appartqnan«WPoint y = o , c’est- 
à-dire , à celui où la courbe coupe l’axe , l’origine est sur 
la courbe. 

i 58 . L’examen du cas où l’originé est sur la courbe, 

BOUS conduit naturellement à rechercher à quels signes 
on peut «connaître quand l’origine est dans la ^urbe < 
ou hors de la courbe. 

Pour cet effet, faisanty= o^Ies valeurs de x seront 
les distances de l’origine au point où la courbe coupa 
l’axe. Cette hypothèse de y = o réduit l’équation (A') à 

cx ^ + ex + J '= o , ■ 

ou plutùt à ^ , 

^+f+T='> - 

• " 

Cette équation a déjà été résolue, art. 148, et donne 



Si les racines de cettfe équation, que nous représen-> 
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terons par x' «t x", sont de différens signes , ces racines 
, exprimant les distances de l’origine à la courbe , prises 
Fig. 5a. sur l’axe X' , l’une , de ces distances sera positive , et 
l’autre négative ; ce qui exige que l’origine soit située 
sur un point de la partie interceptée RR' de l’axe A'X'. 
Si au contraire les racines sont de mêmes signes, l’origine 
ne pourra être que sur un point de l’axe A'X', situé hors 
de la partie intercepté# AA'. 

Ainsi, pour savoir si l’origine est sur RR', cherchons 
la condition nécessaire pour que les racines de l’équa- 
tion (F') soient de signes contraires. , 

i^. Cette condit^a est que la partie rationnelle de la 
valeur de x soit su^^^ke par la partie radicale c^r cette 
dernière drtermine^^Rrs I« signe de la valeur de x. 

Et comme , dans l’une des racines , la partie radicale est 
positive, et, dans l’autre , elle est négative, les deux ra- 
cines de l’équation (F') seront donc de signes contraires. 

i6o. La partie rationnelle sera toujours moindre que la 
radicale , si / et c sont de diflerens signes ; car , dans 

f 

cette hypothèse, — ; — étant une quantité positive (*), on 

« * 

aura 



Donc , lorsque y et c sont de signes contraires , les 


(*) Par exemple : ai , c étant positif, f représente la quantité néga.- 
tire — yt on aura , d’après cette hypothèse , l'équation 

L^_L 

e e { c O ’ 

ce qui nous apprend que — a pour valeur une quantité positive 
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racines x et x^^ étant aussi de différens signes ^ l’origine 
doit se trouver sur un point de la partie interceptée 
RR'. Par la même raison, si/ et c sont de mêmes signes , 

— pétant négatif, la partie radicale devient la plus 

faible , et les deux racines x' et x'/ sont de mêmes signes : 
donc alors l’origine se trouve située sur un point de 
l’axe A'X', hors de la partie interceptée RR'. 

161. 11 est à observer que , si / et «sont de signes diflé- 

rens, — -pétant positif, la partie radicale est réelle , e\ 

la condition de l’art. 148 , pour que la ligne coupe l’axe , 
est remplie. 

162. La théorie des équations nous apprend que la 
second terme de l’équation (F') pris en sens contraire , 
est égal à la somme des racines x' et x'! (*) de cette 
équation. 

Ces racines, comme nous l’avons vu, art. i 58 , expri- 
ment les distances de l’origine aux points R et R', où la 
courbe rencontre l’axe des abscisses : par conséquent , 
lorsque e £= o, on aura 

x' + X» — O. 

Cette équation nous montre que *' et x" doivent être 
égaux et de signes contraires. 

Ainsi , lorsque ce coelFtcient e est nul , l’origine est si- 
tuée sur la ligne RR', en un point A" qui est tel que 
AŒ— A"R' , c'tsX-h-i\rc , au milieu de cette ligne; ce 
qui d’ailleurs est évident: car l’équation (F') se réduisant à 

( t 



On peut le démoutrer , comme dans l’art. 64. 
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Rous donne • ' • 

( 

et comme ces Taleurs ne peuvent être imaginaires , parce 
' que l’axe des abscisses doit coupée la courbe , art. iSS 
et i56, si l’on prend les ' abscisses 

j/ir, 

Fig. Sa. fttprésentées, dans la figure 5a, par et par A'^K, . 

on déterminera les points de rencontre B? et ü, qui seront 
i égale distance de l’origine. ^ 

163. Enfin a tt J peuvent être nuis en même teins. 
Alors, par -la condition _/'= o, l’origine doit être sur la 
courbe, art. iSy ; et, par la condHion e = o, l’origine 
doit être, art. ifia, à égale distance des points où l’axe 
rencontre la courbe : donc les deux distances égales de 
l’origine à la courbe se réduisent à zéro, puisque l’origine 
est sur la courbe. Il en résulte que l’axe des abscisses ne 
rencontre la courbe qu’en un seul poiqt , c’est-à-dire , 
que l’axe des abscisses devient une tangente à la courbe. 

On prouverait de même que , si / et d étaient nuis 
ensemble , l’axe des ordonnées deviendrait une tangeute 
à la courbe. 

164. Puisqu’il est nécessaire que l’origine soit au milieti 
de la ligne RR' , pour que le. coefficient du tenue en x 
soit nul ; si l’on cherche l’équation de la courbe lors- 
qu’on la rapporte à celte nouvelle origine , ce qui la 

. caractérisera , c’e.st qu’elle n’aura pas le terme eu x. 
Pour l’obtenir , soit en général x' l’abscisse qui part d’une 
antre origine que A', prise sur l’axe A'X' ; et soit « la 
différence qui existe entre Ws absetssesx etx* , différence 
qui peut être puÿitite ou négative, sutyaiu que x sera plus 


Digiiized by Google 


Discussion de l’équation générale. loi 

grand ou plus petit que x' : il y aura entre x et x' la 
relation x — ^ x' = a. Substituant cette, valeur x = x'-h * 
dans l’équation (A'), on trouvera 

ixy + ex'* + I J + « 1 *' + f= ° ( 1' )• 

• -j- I -|- a c «I -4- c a’ 

La nouvelle origine n’étant pas fixée , regardons la . 
quantité a, qui en exprime la distance à l’ancienne, comme 
une quantité arbitraire, dont nous disposerons convenable- 
ment pour que le coeificient de x' ,.dans la nouvelle 
équation , soit nul ; nous aurons celle-ci 

e 2 Ca=o; 

d’où l’on tire 

e 

ac 

On subsütu'eri^ cette valeur dans l’équation (!') , que , 
pour abréger , nous représenterons par 

ajr* hx' y -j- ex" -J- D jr (J') , 

dans laquelle les coordonnées x' et sont comptées d’une 
autre origine , distante de l’origine A' d’une quantité 

g 

• — — — , puisque a. est l’excès de la plus petite des 

abscisses x et x' sur l’autre. La courbe pourra donc être 
construite avec l’équation (J') , et sera telle que l’origine 
des x' sera au milieu AU de la partie de l’axe des abs- 
cisses coupée par la courbe ; car , lorsque ^ = o, l’équa- 
tion (J') donne pour x ces deux valeurs égales et de 


signes contraires : 



l£5. L’équation (J') construira donc la même courbe 
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que l’équation (A') , mais en prenant une origine difie— 
rente , qui sera au milieu de la partie interceptée RR^ 
de l’axe des abscisses. 

On aurait pu de même faire évanouir le terme em^, 
en égalant à zéro le coefficient de ce terme de l’équa- 
tion (!'), ou en substituant à la place de y dans l’é- 

quation (A') , et appliquant à la nouvelle équation un 
procédé analogue au précédent. Mais on se tromperait 
bien , si l’on croyait pouvoir délivrer l’équation (A') des 
deux termes affectés des premières puissances de x et de 
y, lorsqu’après avoir fait évanouir le terme esc de l’équa- 
tion (A') , on remplacerait^^ par la valeur y' + , pour 

priver encore cette équation du terme ^ ; car , cette vai- 
leur devant être mise dans tous les termes où entre , 
étant substituée dans le terme hx'y , elle ferait naître les 
deux termes bx'y et è 0 x', dont le second rétablirait dans 
la nouvelle équation la première puissance de l’abscisse : 
d’où l’on doit conclure que l’évanouissement de l’un des 
termes qui contierment les premières puissances des varia- 
bles , doit ramener l’autre terme. 

Fig. ü3. I peut voir , dans la fig. 53 , la circonstance 

géométrique qui correspond à ce fait analytique : car , si 
la courbe construite d’abord avec l’équation (B') , est 
représentée par RSR'S', l’origirie étant en A', pqiirla trans- 
porter au milieu de RR ' , on substituera dans l’équa- 
1 , tion (A') la valeur x' et l’équation (J'), qui en résul- 
tera après avoir fait évanouir le terme en x', sera, art. 164 , 
l’équation qui construirait la même courbe , en prenant A'^ 
pour origine. Si l’on substitue ensuite ay, dans cette équa- 
tion (J') , y' & 1 et qu’à cause de l’indétermination 
de /3,on fasse de ni6ne évanouir le coefficient de_y', l’origine 
se trouvera transportée au milieu du nouvel axe SS', au 
point A'" : mais alors la partie interceptée de l’a.x» des. 
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abscUses , au lieu d’être RR', devenant TT', n’esl plus 
partagée en deux parties égales , au point A'" y comme RR' 
l’était en A". , 

167 . Quoiqu’il soit impossible de faire évanouir à-la-^ 
fois les termes ex exdy y en substituant successivement les 
valeurs x' -j- «etj' -f* R, il n’en est pas de même, si cette 
substitution est faite simultanément dans l’équation (A'). 

• En effet , lorsqu’on substitue d’abord la valeur x' -f- « 
à la place de x , et .qu’on égale à téro le nouveau coef- 
ficient de la première puissance de x , on assujettit l’ori- 
gine à se trouver ( Fig. 53 ) sur la milieu' AU de la ligne Fig. 51 
RR'\tly en substituant ensuite y -{• y on ne peut 
disposer de l’indéterminée ^ , qu’en transportant l’origine 
sur un des points de la droite SS' : donc l’origine -ne 
peut plus avoir alors une situation arbitraire à l’égard de 
la courbe. , 

La situation de l’origine serait également limitée , si l’on 
eût commencé par faire évanouir le terme qui contient la 
pnemière puissance dey : mais l’origine pourra se trans- 
porter en un point quelconque , si l’on substitue simulta- 
nément les valeurs x'-j-aety' + 0 , et qu’on dispose 
convenablement des indéterminées » et 0. , 

1 68 . Substituons donc dans l’équation (A'), les valeurs 
y' -f- 0 —y et - 4 - • = X nous trouverons 

3<i/3 

4 


Déterminant a et fi. par la condition que les coefiieiens 
de x' et de y' soient nuis , nous aurons entre n et fi les 


y' -^b fi 

x'-f-U|8’ \ 

V 

+M 1 

+ 2CA 


- + ^ 

+dfi / 


+ «* 1 


+ J ) 



io4 Théorie des codrbes ou second ordre. 
équations ‘ 

ft|6-(-ac«-)-e£=o. 

On tirera de ces équations 

a.ae — ib _ 3td — eh 
b'—l^ae ’ 

L’hypothèse de — ^aet=io, «fui rend ces valeurs 
infinies, étant celle qui doit avoir lieu , art. i4o , lorsque la 
courbe est une parabole , > et iS n’ont donc des valeurs 
finies et déterminées que dans le cas des courbes des deux 
premiers genres ; c’est pourquoi nous ne considérerons qua 
ces deux genres de courbes dans ce qui va suivre. 

Substituons , dans le dernier terme de l’équation (K'), 
les valeurs de « et de /( , et représentons ce dernier terme * 
par F : l’équation deviendra 

«y" -j- hx'y -}- cx'^ -f. F = O.... (M') , 

et l’origine se transportera en un point C, qui sera tel 
qu’en faisant ^=0 dans l’équation (bT) ; on trouvera 
pour l'abscisse x , comptée de ce point , les deux valeurs 
égales et de signes contraires 

et qu’en faisant o , on trouvera pour l’ordonnée^ loa 
deux valeurs égales et de signes contraires 

+i/rz„_j/zi. 

• a ' a 

i6g. Le point C est unique dans les courbes des deux 
premiers genres, puisque les coordonnées « et ^ de ce 
point n’ont qu’une valeur. Ce point dont nous ferons con^> 
naître les propriétés, porte le nom de centre. ■ 


.J - 
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' 170. Les numérateurs des fractions (L') ne pcij^'ent 
devenir nuis ensemble ; car a et yS le seraient aussi ^ par 
conséquent , les deux origines se confondraient , et , les 
propriétés de la nous'elle appartenant alors à l’ancienne ^ 
on tomberoit dans cette contradiction , que l’ancienne ori- 
gine serait au milieu de la partie interceptée de l’axe des 
abscisses par la courbe ; c% que nous avons démontré 
Ctre impossible , lorsque l’équation n’a pas perdu le terme 
en 

lyi. L’analyse nous conduit au même résultat : car la 
valeur de d tirée du numérateur zae — dh = o, et mise 
dans l’autre numérateur %cd'^eb= o , donnerait 

y(4ac — i’)=o; 

ce qui ne peut être dans les courblb des deux premiers 
genres. 

17a. Mais l’un de ces numérateurs pourrait être nul, 
sans que l’autre le fût. Par exemple : si a oe — db — o , 
la valeur de e tirée de cette équatiop .changerait celle 
de /3 , en ' 1 




J — 4 ac) 
za b‘‘ — ^ac 



par conséquent l’hypothèse de «=o, donne ■ 

On aurait trouvé de même que , si y3 était o, » serait 


e (b' — 4 oc ) e . 

ac — 4oc ac 


tyS. Il résulte de ce qui précède , que toutes les pro- 
priétés des courbes des deux premiers genres seront 
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renfj|rméesdans l’équation (M'); et, en remarquant, cotntne 
dans l’art. i 56 , que, lorsqu’on ne veut plus considérer quft 
les nouveaux axes II' , LL' , et l’équation qui s’y rapporte,^ 
on peut supprimer les accens , l’on aura 

ay' -f» bxy -f" -j- o (^0 > d^“n/ion gé- 

nérale des courbes d centre. 

Examinons maintenant quelle est l’influence du coeffi- 
cient b dans la courbe. 

174- première idée qui se présente , est que , lorsque 
réqnation générale aura été résolue par rapport kjr, l’exis- 
tence du terme en ay fera devenir la partie rationnelle de 
la valeur dej>', une fonction où x entrera au premier degré, 
ïious avons vu, art. 142, que cette partie rationnelle 

donnait lieu à l’équation d’une droite BC 

sxs aa ^ ‘ 

Fi(. 5 o. ou B' C' (Fig 5 o), appelée diamètre, qui partageait la 
courbe en deux parties égales ; et que , si b était nul , le 
diamètre , art. 146 , se confondrait avec l’axe dés abscisses , 
oir lui deviendrait parallèle. On peut ajouter que, lorsque 5 
n’est pas nul , l’angle que fait le diamètre avec la direc- 
tion de l’axe des abscisses , est d’autant plus grand que b 
augmente ; car , la tangente trigonométeique de cet angle 

étant — , cette expression s accroît en même teins que 
ao ^ 

son numérateur b. 

176. La grandeur de b ne dépendant que de celle 
de l’angle que le diamètre fait avec l’axe des abscisses , 
si hous imaginons que l’axe des abscisses CX , tourne âu— 
Fig. 54* tour de l’origine C , et prenne une position CX' (Fig. 54 )v 
on sent que le diamètre , passant par le milieu de toutes 
les cordes perpendiculaires à l’axe , art. 1 45 , changera 
aussi de position , pubque les cordes ne seront plus les 
memes. Cela suffit pour concevoir la possibilité que l’angli} 
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formé par CX' avec son diamètre , soit différent de celui 
que l’axe primitif formait avec Je sien , et même devienne 
nul. Dans ce dernifer cas , le coefficient de ay devra s’éva- 
nouir dans l’équi^tion relative au nouvel axe CX'. 

1 76. Cherchons donc à déterminer l’angle arbitraire X' 
CX, par la condition que le coefficient de .:^devienne nul. 

Pour cet effet , soit C l’origine transportée au centre , 
et CX l’àxe qui se rapporte à l’équation 

ay* -f- bxy -f- «c’ -f- jP = o ; 

menons un autre axe CX' ; et abaissons sur ces axes , d’un 
point quelconque HI de la courbe , des perpendiculaiïts 
MP et MQ , et nommons 

CP,x ; PM'; y ; CQ , a:'; QM , y'-, 
et représentons par p l’angle XCX' des deux axes : cet 
angle vaudra l’angle CQN que forme la parallèle NQ à 
l’axe CXav|^ l’a-utre axe; or , MQN étant le complément 
de cet angle , 

sin MQN = cos P , cos MQN =.sin pi 
cela posé , nous aurons évidemment : 

X= CP = CL— PL := CL — NQ, 
yi=PM=,NP+MN=QL + MN. 

Et si l’on observe qu’en général , dans un triangle rec- 
tangle dont l’un des angles aigus est A , et l’hypothé- 
nuse b, le côté opposé à l’angle A a pour expression 
b sin A , et l’autre côté a pour expression b cos A Q) , 


(*; Cela se démontre lrè«-facilemem : car le triangle ABC (Fig. 55) Fig. 55.. 
étant comparé à celui des tables , dont le rajon est runité , donne 1rs 
proportions 

AC : CB : : 1 : sin A, 

* AC : AB : : 1 : cm A \ 

d'où l’ou tire 

CB = AC sin A , AB ^ AC^ cos A. 
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nous trouverons : 

CL — CQ eoK p:= x' cos P, 

QL =. CQ sin P x' sln p, 

NQ =MQcoi MQN - y' sin p, 

•MN— MQtin MQN=y’ cos p. 

Mettant ces valeurs dans celles'de x et iey, on aura 

X =x' cas p sin p , 

J" = a:' sin /J ^'cos p 

^77. On peut , au moyen de ces expressions ge'néralcs , 
transformer l’équation qy’ -f- bxy + cx"‘ s= o en une 
autre qui ne contienne que des x' et desjy', et par consé- 
quent qui exprime la relation qui existe entre les nouvelles 
coordonnées. Faisant les substitutions nécessaires, on trouve 




(CV), 


asin’/? 
+ Jsin7»cos/7 
-f-ccos’p 


x'‘‘ -j-2as\np casp 

x'y' ~\-a cos’p 

— b sin’/> 

— b sin p cos p 

b cos’ p 

-\-c sin’ p 

— A rsln p cosp 



, sin 

Divisant par cos’ p , réduisant , et remplaçant ^ 
par tang. p » et obsen’ant que le dernier terme devient 

F « . - 

( i-{- tang.’p) F, parce que , le rayon étant 

cos’ p 

une moyenne proportionnelle entre le cosinus et la sé- 
cante , on a en général = sécante = V/i+^ang.’ > 
on trouve 


atang.’;? 
4-i Ung. p 



x'f +a|j 

— itang.’p 

—h tang. p 


+c tang.’p 

— actang p 
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Telle est l’équation qui existe entre les nom’clles eoor- 
«lonnées x' et y', coqiptées sur nn axe CX', qui fait un 
angle p avec la direction de l’axe primitif CX des abscisses- Fig. 54. 

178. Cet angle p étant arbitraire , déterminons-le par la 
condition que le coefQcient de x' y' soit nul j l’angle p sera 
donc donné par l’équation • 

a a tang. p — b tang.’ /» <f- 4 ■ — a c tang. ;» = o , 

au moyen de laquelle on déterminera l’angle p de la ma- 
nière suivante : ' ' 

Ordonnant par rapport 'i p \ et changeant les signes , il 
viendra ' 

■ » î * •» 

itang.*;» -f 2 ç tang. p — 2 <i Upg. — 4 ©..... < R') , 

ou , en divisant par b , et faisant uu seul coefficient de ceux 
de tang. p ^ 

(a — c) ‘ ", 

Ung.* p — 3. — — ling. p — i'~ o; 


résolvant cette équation du second degré , on obtiendra 



valeur qui n’est jamàîs imaginaire , parce que l’expression 
qui est sous le radical , se composant de l’unité et d’im 
carré, est essentiellement positive ; de ac il est toujours 
possible de déterminer l’angle p. 

xyg. Nous avons vu art. 174, que lorsque le terme en 
«3' est nul, le diamètre devient p.^^allèle à l’axe des 2:, 
et pr conséquent est perpendiculaire à toutes les cord<s. ' , ' 
qu’il partage en deux parties égales. L’équatiori S' nous 
donnant deux valeurs pour tang. p. Il n’exislc donc que 
deux diamètres , DE (Fig. 54 ) qui coupent à an- Fg. 54s 
gles droits toutes ces cordas. 11 est facile de démontrer que • 
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ces deu-x diamètres sont eux-mêmes perpendiculaires entre 
eux , et par conséquent que l’un o’est autre chose que le 
double de l’ordonnée élevée au centre sur l’autre diamètre. 

Pour cet efTet , nommons tang. p' et tang. pH les deux 
valeurs de tang. p données par l’équation (S') : ces deux 
valeurs étant de signes contraires , par la raison qu’elles 
dépendent de la partie radicale qui est évidemment plus 
forte que la rationnelle, déCermineront les tangentes des 
angles DCX, BCX situés l’un au-dessus, et l’autre au- 
dessous de l’axe CX. Or il est facile de prouver que la 
tangente de BCD , qui résulte de leur somme, est celle 
d’un angle droit; car, en représentant, pour abréger, 
la première valeur tang. p' de l’équation (S') par 

a v/ fl »-}- X , 
la seconde tang p" sera 


a — v/ fl* -j- I , ou plutôt — a*-f-i — fl), 


et si l’on observe que le signe négatif qui affecte cette 
dernière tangente , ne sert qu’à indiquer sa position à 
l’égard de l’axe CX , on pourra le supprimer lorsqu’on ne 
considère que les valeurs absolues de ces tangentes, et l’on 
aura 


tcmg. pf — V' a' -\-i a. 

Cela posé, on sait, par la trigonométrie, que tang.(p'-|-/>*) 
tang. p' -J- tang. p" . . 

= -, — — - ; substituons les valeurs de tang. p' 

X— tang.p'tang.p'' ° 

et de tang. pH ; nous aurons 


Ung.(/>'+.p»)c 


a-f-t/o’-J-i — o-f-\/a’4-i . 2 t/fl’-f-i 

,_[(\/a=-+-i/— fl-] r ^ O 


= OC : 
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donc l’angle BCD droit , et , si AB e&t l’un des diamè- 
tres cherchés , ED sera l’autre. 

i8o. Substituant la valeur de tangente p dans l’équation 
(QO , on obtl^dra une nouvelle équation qui se rappor- 
tera à l’un des axes CD, CB , qui forment avec l’axe CX 
des angles dont les { tangentes sont telles que l’ordonné* 
rectangulaire positive sera toujours de même longueur qutt 
l’ordonnée négative qui en est le prolongement. 

Nommons P tt Q les valeurs absolues des coefiîciens 
de et dey'’ de l’équation (Q') , et nommons R le terme 
constant , que nous laisserons seul dans un membre, après 
l’avoir rendu positif, s’il ne l’était pas , en changeant tous 
les signes deVéqnation. 

La combinaison des signes des termes qui sont dans 
l’autre membre , ne pourra donner à notre nouvelle équa- 
tion , dépourvue du tenue en x' y', art. iy8 , que l’une de 
ces iomies : 


Py‘ + Qx'^ = R ..... (T'), 

Çx'* — py* = R (U') , 

_ Çx'* = B (V'). 


i8i. (.orsque notre équation se présente sous la pw^ 
mière forme T', cette équation étant résolue , donne 



le radical devient imaginaire , si l’on a 


x” > 


R iX R 

-, on x>> f/ ç ; 


prenant deux abscisses CB et CA égales 
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Fig. 56. courbe ne peut donc pas s’étendre au'-^elà de AB , et par 
conséquent est une ellipse. 

' i8:s. Lorsque notre équation se présente sons la seconde 
forme (U') , elle nous donne 




et montre que le radical devient imaginaire , si l’on a 


R 

< ^, ou *' < 


^ Q’ 


mais qu’en donnant à x' des valeurs plus grandes que 

le radical exprimera toujours une quantité réelle ; 
d’où il suit qu’en prenant deux ^ abscisses CB et CA 

( Fig. 5 7 ) égales à » la courbe ne sera interrom- 

pue dans son cours que dans l’espace qui répond à la 
partie AB de l’axe des abscisses., et prolongera , hors de 
ce.t espace , deux branches qui s’étendront jusqu’à*rinfini : 
donc la courbe sera une hyperbole. 


t 83. Enfin notre équation peut se présenter sous la 
forme de l’équation (V'). En résolvant cett* équation , 
onjtrouve 






et l’on voit qu’il est possible de prendre pour x' quelque 
valeur positive ou négative que ce soit ; car toujours 
cette valeur en déterminera une réelle pour _y'. 11 n’en ^ 


t 
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est pas de même à IVranl àty' : car, si 

etnc sera passutceptible dedon- 

ner une valeur plus petite (*); et comme ces deux valeurs 
de y' sont toujours égales et de signes contraires , il naîtra 
donc ( Fig. 58 ) , au-dessous de l’axe des abscisses CX , rij. 58. 

à une distance CA 

de la courite, absolument semblable à la partie 
^ NBM qui est au-dessus. 

Ces 'deux parties, composées chacune de deux bran- 
ches , se prolongeront jusqu’à l'infini , en s’écartant de 
cet axe. 

D’après ces caractères , on voit que la courbe doit être 
rangée dans la classe des hyperboles. 

184. Les hyperboles données par les équations (U') , 

(V') , ne sont pas des courbes différentes. 

Car soit un point M ( Fig. 58 ) déterminé au moyen des Tij;. 58. 
abscisses CP = x‘, PM— y: si l’on prend C¥ pour axe 
des abscisses , les coordonnées relatives à cet axe seront 

CQ = x, QM=y. 


CB: 


Vi. 


une seconde partie 



(*) Cela paraîtra manifeste , en con idérant que la vfileur de 
x' = \/ ^ ^ — Il tirée de l'équalion fV') , de^fent ûnagiiulre , 

^ O 

quand on a , * ^ 

Py‘<R our‘<—. 


ot , par conséquent , 


y<yi- 


Digilized by Google 


ll| TnéORIE DES COURBES DU SECOND ORDRE. 
Or pn a évidemment * 

CP=QM tiPM=CQ, 

ou x' = jr, y Z=x: 


donc , en regardant x' comme l’ordonnée et y' comme 
l’abscisse dans l'équation (V') , on construira la même 
courbe , pourvu qu’on porte les abscisses sur la direction 
de Cy ; mais, dans cette hypothèse , l’équation (V') rentre 
dans l’équation (IJ') , puisque , dans l’une, et l’autre , le 
terme qui contient le carré de l’ordonnée est négatif dans 
le premier membre. , 

i 85 . 11 résulte de ce qui précède , qu’en représentant 
les coo(données par x et par y , l’équation (N') des 
courbes des deux premiers genres , ne comprendra que 
les deux suivantes : 

. y 

fy^ + Qx-:=R (W'), 

" Qx^-Pyx=R (XO, ' 


dont la première peut être celle de toute ellipse , et par 
conséquent porte le nom d’équation de l’ellipse , et dont 
la seconde , par la même raison , porte le nom d’équa- 
tion de l’hyperbole. 

186. 11 ne nous reste plus qu’à mettre ces équations 
sous des formes où l’homogénéité des termes qui les 
composent soit en évidence. 

. Pour cet effet , divisant tous les termes de l’équation 
(’W') par Rf nous l’écrirons de cette manière î 



. ou plutôt de 



celle-ci : 


' R^ R ~ 
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Or, le setond membre étant de dimension nulle, il 
faut que les deux termes qui composent le preiçier 
membre , soient aussi de dimension nulle ; et comme les 
numérateurs _y*'etx’ sont chacun de deux dimensions, il 
en doit être de même des dénominateurs : nous pour- 
rons donc supposer 


R 

F = '’ 


' R 


et notre équation deviendra 
•v’ ar’ 

7 + T.= ‘’ 

et paraîtra alors sous une forme homogène. Faisant éva- 
nouir les dénominateurs , nous obtiendrons 

a‘‘y' t ^Çuation de 

VelUpse rapportée au centre. ® 

187 . Les constantes a et i nous sont représentées dans la 
. courbe par des lignes très-remarquables. Pour les con- 
naître, faisons j=zol l’équation (W') nous donne 

• • ■ ■ ■ 

* 

cette valeur de x est précisément celle que nous avons 
représentée par a' î donc a est la longueur de l’abscisse 
qui répond à = o ; et 'comme l’ordonnée est nulle an 
point R où l’abscisse rencontre la courbe (Fig. 56), il Fig. 56. 
en résulte que l’abscisse CR = a. Faisons ensuite a; o ; 
l’équation- (W ') nous donnera 


R 


r =- 


pour la valeur que nous avons appelée 6 : la constante 6 
sera donc représentée, par l’ordonnée qui passe* par 
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Fig. 56. l’origirte , puisque c’est celle qui répond a x = o , et 
ura • 

CD = b. 


1 ’, 


fl et i ont donc l’avantage sur les constantes P, Q et ü, 
de représenter des lignes qui peuvent donner une idée 
de la structure de la courbe. 

188. Les lignes AB =: a a et ED = a i sont appelées 
le grand axe et le petit axe de l’ellipse , et les axes prin- 
cipaux lorsqu’on les dénomme ensemble. 

189. ün parviendra de même à rendre manifeste i’ho— 
inogénéité de l’équation fX') , en la mettant sous cette 
forme : 

Q • P 

et ensuite sous celle-ci , 

X' y'' 

I ^ = 

ïï ^ • 


et , en faisant 


R R 


cette équation deviendra 

X’ • y’ 

• 

et, cha.ssant les dénominateurs, ^ x’ — o’_y* =r o’ ; 
équation de Phyperbule rapportée au centre. • ' 

lyo. La con.slante a, dans cette équation, représente la 
r'i». 57. ligne C/i'.(l'ig 5^ ) qui répond à y = o; car,, dans cette 
hypothèse, notre équation se "réduit à 

h' x' = o’ , 

* et , en divisant par h', plie devient 

X’ == «’ , ‘ 
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3 ’où l’on tire 1 

X = dt. a. ' • 

Mais on ne peut pas dire de même que la constante $ 
représente une ligne déterminée dans la courbe ; car 
l’hypothèse de a: ï= o donne 

^ = ±:V^— = — 1, 

et , par conséquent , l’ordonnée qui répond à * = o est 
imaginaire. Ainsi le double de cette ordonnée , qui est le 
petit axe , est aussi imaginaire donc l’hyperbole n’a 
point de petit axe. Cependant , pa{ analogie avec l’ellipse , 
on ^pelle la quantité 2 A le petit axe de l’hyperbole , 
quoique le vrai petit axe soit 

3, b V^— 1. 

191. Nous pouvons maintenant confirmer ce que nous 
avons avancé, art. i4i , qu’une équation de cette forme , 

'■ B xy B y E x F-=zo^ 


est celle d’une hyperbole. * 

Pour cet effet , écrivons-la de cette manière : 

Û E F 

et nommant 




elle peut se transformer , au moyen de ces valeurs , en 

* V+ <6" +«*+/= O- * 

La valeur de tirée de celte équation , sera 
— ex — / 


» 


* •»» 
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el , en effectuant la division , 



ed — J 
X -f-d ’ 




ed — f 

X d 


Faisons ' + e =J‘% x d = x' : en transposant les 
axes , parallèlement à eux-mêmes , à des distances qui 
sont respectivement , art. i5i et i53, e et d , notre équa- 
tion devient jr' = —y ou x^y' = ed —j y et par eon- 

se'qucnt est celle d’une courbe que nous avons reconnue, 
art. i3o , être composée de quatre branches. 

Lorsque cii — y est négatif, les valeurs de y prenant 

> toujours un signe contraire à celles de X, la courbe, au 'Éfeu 

44 - d’être située dans les angles X^ 4 Y, X'yii' (lig- 44 ) » 
trotivera comprise dans les angles XAi X' AY, Voyez 

l’art. 74. 

if)2. Pour ramener l’équation xy = A: à la forme des 
courbes à'centre , substituons à xel '^y les valeurs don- 
nées par les foftnules (O') , art. 176. 

X — x' cos P — y' sin p , 

^ z= x' sin P -j- y' cos p , 


et nous obtiendrons 

.sin p cos p x'* — sin’ p I x'y — sin p cos py'* = k , 

-|- cos’ p \ „ ’ 

équation qui rentre dans Féquation (N' ) des courbes à 
centre, et remplit la condition prescrite pour être une 
hyperbole, art. i4o. , 

Enfin cette équation devient celle d’une hyperbole rap- 
portée au centre et aux axes princlpux , si l’on fait 
-sin’ p-fcos’p=o;ce quildonne cos’ ;;|=sin’p=i — cos/>’, 
d’où l’on tire cos p == di. sin p ; et suivant la valeur de 
cos que l’on prend , la transformée se réduit à 
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t\n* px'^— sin ’' ou à sin"* /jy'* — sln’ Ar. 

On mettra ensuite pour sin* sa valeur i donnée par 
sin’ ^ = cos’ /> = I — sin’ ' , 

193. Lorsque l’équation générale se rapporte aux cour- 
bes du troisième genre , nous avons vu, art. 168, que la 
condition b ' — = o rend infinies les valeurs de « et 
de /3 ; ce qui ne permet pas de transformer l’équation (A') 
en une autre délivrée des termes qui contiennent x etjr 
au premier degré. 

J Mais, 'si l’on se propose de faire seulement évanouir l’un 
de ces termes , en substituant , dans l’équation (A' 
à J', ou . t ' -|- a à X, on obtiendra l’équation (G'), art. i 55 , 
ou l’équation' (I'), art. 164. En examinant les coeffu icns 
des termes qui s’y trouvent affectés des premières puis- 
sances de ar et de y , ou verra que chacun de ces coefliciens 
ne contenant que l’une des trois lettres a , à , c , ne peut , 
lorsqu’il est égalé, à zéro , établie aucune relation entre 
O , ÿ et c , et nécessiter l’une des trois conditions > ^ac , 
A’ , i’= 4<*^» qui priverait la nouvelle équation de 

la même généralité que l’équation (A') , en lui Atant la 
faculté de représenter indistinctement les trois courbes , 
comme on l’a vu art. 168.^ 

194. Il serait donc permis, quel que soit le genre de 
celle des trois courbes que l’on veut considérer , de faire 
évanouir l’un des termes qui contiennent les premières 
puissances de x et de y : mais cela ne serait d’aucune 
utilité , par la raison que * lorsqu’on voudrait changer la 
direction de l’axe des abscisses , dans l’équation déjà dé- 
pourvue de l’un des termes qui contiennent x et y au 
premier degré, il re.'terait encore l’autre de ces termes, 
dans lequel il faudrait mettre la valeur de x ou de y 
donnée par l’une de ces formules, x—x' cos p — y' sin 

^ = x' sin ^ y' cos p ; et comme elles renferment 



txo THÉoniE DES COURBES DU SECOND ORDRE. 
égnlfmenta'et_j'', il en résulté que les Jeux termes afTecté» 
des premières puissances des variables , renaîtraient. 

it|5. Il cçnvient donc de commencer par faire évanouir 
le terme bx' y' , ensuite l’un des termes ex et dy. Mais, 
avant d’éliniitier ces termes, nous mettrons dans l’équa- 
tion (^A') la valeur de la constante h, tirée de l’éqnatiott 
b' — t^ac~ O quia lieu pour les courbes du troisième 
genre , et cette équation (A') deviendra 

ay' -J- i xy ac-\- ex' -f- + «x -f-/= o , 

« 

ou plutôt , parce que les trois premiers termes forment un 
carre parfait , 

+ * + «+/=«• 

é 

Substituant dans ces équations les valeurs 

X = x' ros P — y’ siu p , ’ ' 

■’ y = x' sin p-\- y' cos p , 
on aura * 

[(sin ;> \/o -J" cosp^c) x' -}- (cosp y/ a — sin p V^f ) J"' 3* 
-j- d sin 
-}- e cos 

En développant la partie radica\f , on trouve donc pour 
le carré qui est dans l’équation (Y'), 

( sin P <7 -j- cos p )’ x'’ 

-j- 2 (sin P a -}■ P P \/“ — P\/^') 

' + (cospv'a — siu/J cy y ^ \ 

résultat qui nous montre que le terme en x'y' devient nul, 
lorsqu on diipose de la quantité arliiraire p , en faisant 

(sinp y/a-f- cos p \/ c') (’cos p -/<J — sin p =r o. 

Celte équation peut être ratirreile de deux manières, en 
égalant l’un ou l’autre de ses facteurs à zéro. 


pix' -f-d cos p 
pl — e sin p 


y (Yo- 


\ 
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Si c’fst U premier , le coefficient de a:'* devient nul ; si 
c’est le second , le coefficient de devient nul : donc le 
terme pn x'y' ne peut s’évanouir , sans faire évanouir en 
même teins l’un des termes en je'’ ou en a:'’. ^ 

:g6. Pour conserver, comme dans les autres courbes,' 
le terme en J''’; nous ferons 'évanouir le terme en a:", 
et* alors l’équation sin p \/a -|- cos p'^ c-=a , détermi- 
nera les valeurs de sii^ et de cos p , qu’on mettra clans 
l’équation (Y') j et , snPprimant les accens , qui ne servent 
qu’à distinguer la nouvelle équation de la précédente , 
et deviennent inutiles lorsqu’on ne veut plus considérer 
que cette dernière , nous réduirons l’équation (Y') à la 
forme . ’ . " ' 

+ By + Cx + D=.o ( 7 /). 


Nous ne pouvons maintenant être indécis sur le choix 
de celui des deux termes By et Cx que nous ferons dispa- 
raître ; car , la valeur de x -f-« mise à la place de x , 
n’introduisant pas l’indéterminée a dans son coefficient , 
il devient impossible de pouvoir égaler ce coefficient à 
zéro. On sent d’ailleurs que , le terme en ** manquant-, si 
le terme en x pouvait s’évanouir , l’équation réduite 
• à la forme Ay'^-^ By Z) z=: o , ne déterminerait que deux 
valeurs pour j', et par conséquent ne serait plus celle de la 
parabole. 

Ce sera donc le terme affecté de la première puissance 
dc_j' que nous ferons évanouir : en substituant , dans l’é- 
quation (7/) , y' + ^ à la place de_^', et en égalant à ^éro 
le coefficient de df la transformée , et supprimant les 
accens, nous la réduirons à la forme 

+ B^=o; 


ou à P/’+ Ç (^x+ = O , 


ou Z^’’ -f- Çx = O , eu 

« 




* 


« 
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il , f . 

foisant l’abscisse égale à une autre abscisse x (*). 

Enfin , si l’on divise par P les deux termes de l’éqûatien 

jy»+Çx = o, 

et qu’oa fasse. 


P =r. 


l’équation précédente deviendra 
r-\-px 


'= O. 


11 est facile de reconnaître , dans cette équation , le carac- 
tère de la parabole ; car cette équation donne 

y~'±. V —px , 


et montre que p et x doivent être de signes contraires., 
pour que la valeur de y soit réelle : par conséquent, les 
deux branches infinies de la courbe , données par la double 
valeur dej', ne peuvent s’étendre que dans un sens, qui 
sera celui des abscisses négatives , si p est positif, «u celui 
des abscisses positives, si p est négatif Comme c’est ordi- 
nairement dans ce dernier sens que l’on considère la para- 
bole , nous aurons donc 

, ■ ”* P^ = O , ou = px , iquation de la 

parabole. 


. (*) On aurait pn faire évanouir i-la-fois tle> termes By et /) , an 
moyen des valeurs ^ + ü et i + « mises à li place de x el àt jr i 
mais on sérail parvenu au même résultat. En effet , que l’on suhn- 
*lilue à-la-fois ces valeurs de x et de^, ou qu’on substitue cille de^ 
pour déterniincr i avant de substituer la valeur de x -4- a, le nouveau 
terme en^ est le même dans les deux cas, ainsi qu'on peut W 
vérifier. 


Digitized by Google 


Discussion de l’équation générale. jaS 

197. Dans cette flernière courbe, lorsqu’ en donnant une 
autre direction à l’axe primitif AX (Fig. 5 g) , on a fait F 
. évanouir le terme en x’ avec le terme en xy , il en est 
résulté que le nouvel axe n’a dû couper la courbe qu’en 
un point , puisque la valeur de x qui répond à ^ = o 
n’a alors qu’une valeur. 

Ce nouvel axe n'a .donc pu prendre qu’une seule po- 
sition aanvenable AX' . On a fait évanouir ensuite le 
terme en y : alors , l’équation résolue par rapport à y 
donnant toujours deux valeurs égales et de signes con- 
traires pour y , l’axe des abscisses a dû reculer , paral- 
lèlement à lui-même , d’une quantité = AA ' , telle 
qu’en prenant une position A'X"^ il puisse couper la 
courbe en détix parties égales. \ 

Enfin on a changé l'origine de place ; ce qui a ré- 
duit l’équation à la forme y‘‘ = px : et comme , dans 
cette équation, x = o donne y zxz o , la nouvelle ori- 
gine a dû se trouver transportée au point où la courbe 
coupe l’axe , c’est-à-dire au point B. 

Ce qui précède suffit pour faire concevoir pourquoi 
l’évanouissement du terme en xy nécessite celui du terme 
en x’ ; on peut d’ailleurs remarquer que , lorsque le 
terme en ay s’évanouit, s’il restait un terme en x' , la 
courbe pourrait avoir alors des abscisses négatives aussi 
bien que des positives , ce que nous avons reconnu être 
impossible dans ce genre de courbes. 

L’évanouissement simliltané de ces termes résûlte encore 
de ce que , la nouvelle équation n’ayant point de terme 
enx_y, l’équation de condition 5 ’ < — 4^^ qui existe eptre 
ses coefficiens, se réduit à 
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«quation qui ne peut avoir lieu que lorsqu’on a ^ 

' « = o , ou c= O. 

t 

Résumé dt la discussion de l'équation générale 
du second degré. 

198. L’équation (A-) étant donnée, on regardera si la 

f 

fig.52. condition — — = nombre positif , art. ilfi, est rem- 
plie : si elle ne l’était pas , l'axe des abscisses , représenté 
par (Fig. , ne rencontrerait pas la courbe ; mais on 
passerait facilement de l’équation proposée à l’équation (H') 
qui se rapporte à l’axe A'X' , en substituant , dans la 
première équation + 1® ^.7 ’ et en disposant de fl d’une 
manière convenable pour que le terme constant de l’équa- 
tion (H') remplisse la condition exigée. Alors, si les deux 
valeurs de x qui répondent ay—o. Sont de mêmes signes, 

' l’origine , art. i 58 , se trouvera hors de la courbe; et si ces 
deux valeurs de x sont de signes contraires , l’origine se 
trouvera dans la courbe. 

11 serait inutile de faire évanouir succes-sivement le* 
termes qui contiennent a: et ^ au premier degré : car , si 
Fig- 53. l’on substituait, par exemple, la valeur « à 3:, et 
qu’on disposât de l’indéterminée « pour rendre nul le coef- 
ficient du terme affecté dex', on trouverait l’équation (J')» 
et l’origine relative à cette nouvelle équation serait (Fig. 53 ) 
^ au milieu de la partie RR' de l’ai^ des abscisses intercep- 
tée par la courbe , puisqu’en fai.santj' = o pour avoir les 
valeurs de x' qui appartiennent aux points d’intersection de 
l’axe des abscisses et de la courbe , la nouvelle équation , 


(*) Cette préparation n’est que pour la théorie. 


Digitized by Google 


résumé DK LA DISCUS. DE L’KQUAT. GÉNÉR. laS 
ne contenant æ' qu’au second degré J déterminërait alors ,• 
par les deux valeurs égales et de signes contraires de x', les 
distances de l’origine à la courbe. 

Faisant ensuite évanouir le terme qui contient la pre- 
mière puissance de J', on transporterait l’origine de A'^ 
en A'” , qui est le milieu de SS' : mais alors la coadc TT* 
ne serait pas partagée en deux parties égales , puisque , dans 
la nouvelle équation , le terme affecté de la première puis- 
sance de X ayant dû renaître , art. i65 , les deux valeurs 
de * deviendraient inégales , lorsqu’on ferait_y = o. Pour 
éviter cet inconvénient , il convient donc de substituer en 
même tems les valeurs x -J- » et jr fi dans l’équa- 
tion (A'). Alors, disposant des Indéterminées «, fi, en 
égalant à zéro les coefficiens de x et de , on obtiendra 
l’équation (M') ; mais seulement sous la condition , don- 
née par les équations (L') , que les valeurs a. et fi soient 
possibles. 

Or » et fi deviennent infinis dans le cas où la condi- 
tion J* — ^ac = O de la parabole est rerftplic : donc l’équa- 
tion (M') ne petll se rapporter qu’aux courbes des deux 
premiers genres. L’origine sera alors transportée en un 
point C , qu’on appelle le centre. Ce point C est unique 
dans la courbe, puisque ses coordonnées «, fi, déter- 
minées par une équation du premier degré , n^ont qu’une 
valeur. 

On fera ensuite évanouir le terme en en substi- 
tuant à X et à les valeurs (O') données en fonction 
de l’angle p , et en disposant convenablement de cet 
angle. Alors l’axe des abscisses, partant toujours de la 
même origine , prendra la direction de l’un des axes 
principaux de la courbe , et l’équation qui se rapportera 
à ce nouvel' axe, ne contiendra que le terme constant 
et ceux qui renferment les carrés des inconnues ; par 
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conséquent , y aura toujours deux valeurs égales et de 
signes contraires. 

Ici s’établit la distinction qui existe entre les courbes' 
des deux premiers genres : car , après avoir laissé le 
terme constant positif dans un seul membre , si les deux 
• autres fermes sont de mêmes signes , la courbe , ne pou- 
vant se prolonger à l’infini dans deux sens , est une 
ellipse ; si ces termes sont de différens signes , la courbe 
se prolongeant à l’infini dans ces deux sens , est une 
^ hyperbole. Enfin on peut mettre les constantes de ces 
courbes en fonction du grand axe et du petit axe , et 
l*on a , * 

Pour l’ellipse , l’équation A’ x"' -f- ’ A’ ; 

Pour l’hyperbole A* a;* — = a’ A’. 

L’équation générale (A') ne peut perdre à-la-fois les 
deux termes qui contiennent les premières puissances de 
X et de Y, lorsqu’elle se rapporte à la parabole ; car , 
dans cette hypothèse , où A* — ac == o , si les coeffi— 
ciens du terme en x et du terme en jr devaient être 
nuis, l’équation (B') se réduirait à 

' . • ua 2 a 

et n'appartiendrait plus qu’à une ligne droite. 

11 est inutile de faire évanouir un seul des termes 
affectés des premières puissances de x et de y, avant de 
délivrer l’équation (A') du terme en xy ; car , si l’on 
faisait , par exémple , évanouir le terme en j, lorsqu’on 
changerait ensuite la direction de l’axe des abscisses , en 
substituant à ^ et à x les valeurs x' sin p -{■ y' cas p et 
x' cos P — ^ sin p,. cette dernière mise dans le terme 
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affecté de la première puissance' de x , ferait renaître 
dans l’équation le terme tny'. 

On commencera donc, par délivrer l’équation (AQ du 
terme affecté de xy, en substituant dans cette équation 
les valeurs précédentes de et de x données en fonction 
de sin p et de cos p , après avoir mis préliminairement 
les trois premiers termes de l’équation (A') sous la forme 
d’un carré parfait qui dérive de l’hypothèse de ... . 
A’ — ^ ac — O, et l’on obtiendra l’équation (Y'). Cette 
équation contenant les sinus et cosinus de l’angle arbitraire 
p , il est possible de déterminer cet angle en égalant 
à zéro le coefficient de x' y* -, et comme ce coefficient 
. est composé de deux facteurs qui sont les coefficiens de 
a/’ et de_y'*, il ne peut devenir nul que lorsque l’un de 
ces coefficiens le devient. Pour conserver le terme affecté 
«le y'^, nous égalerons donc à zéro le coefficient de x'% 
et, le terme en x'y s’évanouissant aussi , notre équation 
se réduira à la forme 

Ay^ -f- By -}- Cx Z) = o. 

N’ayant plus alors la faculté de délivrer cette équation 
du terme en x, art. ^196 , nous ferons évanouir le terme 
* By , en substituant la valeur y* la plate de 7 ' , et 

en disposant convenablement de la quantité arbitraire 0 ; 
la nouvelle équation sera alors de cette forme : 

■^’+Ç* + *=o» ouPy> + Ç^x-{--^^=o; • 

et en faisant 

R 

-+ç- = -. 

elle deviendra * . 

•- J 

T» ^ 0 

Jy* + Qx — O, ou y’ -f* "u oÿ 
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ou enfin 

J'* +/'* = <>, 
en nommant p la fraction 

I 

Cette équation n’a de réalité , pour des abscisses po- 
sitives , que lorsque p est négatif. La courbe ne peut 
donc pas alors étendre ses deux branches dans le sens 
xles abscisses négatives et par consé-quenl est une parabole 
située sur l’axe des abscisses. On prouverait de même. que, 
si p était positif, la parabole serait située sur le prolont- 
gcment de l’axe des abcisses. 

Observation sur les courbes à centre du 
second ordre. 

igg. L’exposition des procédés qu’il faut employer pour 
obtenir les équations des trois courbes, suffit pour passer 
an paragraphe suivant dans lequel nous traitons de l’el- 
lipse en particulier. Ce que nous allons ajouter , n’est 
destiné qu’à ceux qui voudraient ne rien onjettre sur la 
marche qu’il faut suivrtf pour simplifier l’équation gé- 
nérale. 

On aurait pu commencer celte simplification dans les 
courbes des deux premiers genres ou à centre , commè 
on l’a fait dans la parabole , en égalant d’abord à zéro 
le ténue en xjr; car, les valeurs 

X = cos p — y' Pj 

y = a;' sin p j' P * 

étant mises dans l’équation (.\') , on obtient une nou- 
velle équation , dont le coefficient de x'y' a la même 
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valeur que si les termes ex et dy eussent manqué dans 
l’équation (A'). 1 ! en résulte qu’en égalant ce coeffi- 
cient à zéro , on doit obtenir, pour déterminer tang. p, 
l’équation que nous avons désignée par (R'), art. 178, 

^ conclure , comme dans cet article , qu’il est toujours 
po.ssible d’assigner une valeur de tang. p convenable pour 
que le terme en x'y' s’évanouisse. 

L’équation des courbes du second ordre des deux pre- 
tniers genres, peut donc être représentée par 

flj’ -|- ex' dy -j- ex J = o 

200. L’axe AX' (Fig. 60) auquel cette nouvelle équa- Fig. 
tion se rapporte , rencontrera l'axe primitif à l’origine 
A , et formera avec cet axe un angle X'AX qui sera 
détermine par la condition que l’équation (A^'^) soit dé- 
pourvue du terme en xy. 

Or, par cette condition , l’équation (B') nous donne, 
pour la valeur de y de l’équation (A^^) , 

d i / ■ 

y = ± ^ — 4 <***’ — 4 “H d* — 4 ®/" » 

20 20 

en laissant seule dans le second membre la partie radi- 
cale , que nous, représenterons par , cette dernière 
équation deviendra 

J> +^ = ±V/X.. . (B»)i 

faisant 

>'+~=y (c>). 

.nous aurons 

y' = ±yyX (D#)-‘ 

L’équation (C^'’) exprimant la relation qui existe pour 
une même valeur de x, entre les ordonnées y tl y des 

9 
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équations (B") et (D") on voit qu’en ajoutant ^ y r 

on a la valeur de y'. * > 

Si l’on suppose donc que la courbe ait été construite 
sur l’axe ÂX‘ au moyen de l’équation (B"), la courbe 
aurait pu être construite dans la même place, au moyen 
de l'équation plus simple en prenant un axe A'XH 

parallèle à uiX'^ et qui en serait distant d’une quantité 

— représentée par AA'\ car deux ordonnées quelconques, 
au 

telles que PM et qui correspondent aux abscisses 

égales AP et A' P' , diffèrent toujours d’une quantité 

PF = AA'=-^. 

20 

“ 201. L’ordonnée y* que nous donne l’équation (D//),’ 
ayant toujours deux valeurs qui sont les mêmes au signe 
près , Taxe A'X^I des abscisses partage en deux, parties 
égales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires , 
et coïncide par conséquent avec l’un des axes princi- 
paux : donc l’évanouissement du terme en ay, qui fait 
préndre à l’axe AX la direction AX', la rend parallèle 
à A' XH et par conséquent à l’un des axes principaux. 

• 202. On peut faire ensuite évanouir le terme dy, en' 
substituant dans l’équation (A^'Q la valeur^' ^ ^ J'» 
l’on obtiendra l’équation 


»r'* + ex' -f- 2 O yS I y* ex -j- a fi' 
' "l* d d fi 

+ / 



< 


Le coefficient de y* égalé à zéro , détermine la valeur • 
fi dont l’axe des abscisses doit être reculé parallèlement 
à lui-même, pour que l’équation donne toujours deux 
valeurs égales pour y* ; ce qui ne peut être que lorsque 


e 
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le nouvel axe se'confond avec l’un des axes principaux : 
aussi la valeur absolue de /g se trouve - t - elle pré- Fig, 

cisément égale à la différence ± dont nois avions vu, 

art. 200 , que cet axe A’XH était distant de AX'. 

«Je /8 dans l’équation 
et. ), dont nous représenterons le dernier terme par F 
cette équation devient ’ 


ny* + ca:> + ea:-|-/’=:o 


(F"), 


et se rapporte à l’axe A'X« qui est dirigé suivant Tun des 
axes principaux. 

204. On peut changer sur cet axe la place de l’ori- 
gine , en substituant à a; dans l’équation (F//) la valeur 
x' + «, et en déterminant a à volonté ; alors l’équa- 
tion (F^^) deviendra 


ay'^ -f- ex'’ -f. 2c«t I x' := o. 

+ « 1 + e<t 

+ F 


Si l’on dispose de a en supposant 2ca-f-e=o, l’équation 
tie renfermera plus x' qu’au second degré ; et nous avons, 
vu, art. 168 et t6g, que dans ce cas l’origine était transportée 
au centre C. Mais , si c’est le terme constant qu’on égale 
i zéro , l’origine sera transportée à l>n des points où la 
courbe rencontre l’axe, art. 187, et l’on aura 


d’où l’on tirera 


r «f* -j- fi fit F = O ; 



— ~LcF » 

O * 


valeur toujours possible, ainsi que celle de /3, parce qu’elles 
ne peuvent devenir ni égales à zéro , ni infinies , ni imagi- 
naires : les deux premiers cas jie peuvent arriver, car il 
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faudrait que quelques-uns des coefficiens F,e^c et a pussent 
devenir nuis ; or c’est ce qui est impossible. En effet , les 
coefficiens F et e ne peuvent être supposés nuis, dès qu’il 
s’agit de les faire évanouir. A l’égard des coefficiens a et ç , 
leur existence est necc-ssilée par l’hypotlicse que l’équation 
(A') se rapporte au.x courbes des deux premiers genres; 
hypotbèse qui ne pourrait subsister , si seulement l’un de 
CCS coefficiens était nul : car, l’équation étant dépourvue 
du terme en xy, la condition — 4 courbes du 

troisième genre , serait remplie. 

D’une âulrc part , il est impossible que a devienne 

<r* F - 

imaginaire, parce que, art. ,148, l’expression 

est toujours positive , lorsque l’axe coupe la courbe. 

'r * 

205. Nous remarquerons qu’il était indifférent ici , 
pour déterminer les valeurs de a èt de /3 , que les subs- 
titutions des valeurs de x et'dej'’ fussent faites simul- 
tanément ou l’une après l’autre ; mais qu’il n’en serait 
pas de même, si le terme en xy existait dans l’équa— > 
tion (A^/) : car , en substituant d’abord à la valeur 
y' -f- Al 1® coefficient de y' qu’on doit égaler à zéro pour 
déterminer /S, serait 

et , en substituant en même tems x' 4-«àxety:-f./3à J, 
ce coefficient deviendrait . . 

■ xa fi b M d : 

donc les deux opérations ne donneraient la même valeur 
de . 9 , que lorsqu’on, aurait 

i = O. 

206. Les valeurs de a. et de 9 déterminées pour fairé 
évanouir le terme affecté de la première piSi.ssancc de y et 
le terme constant , étant substituées dans l’équation (A''), 
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la réduisent à la forme 

ay'‘ -j- + 8^ =0- 

Cette équation nous donne 


i3.î 


ex' 

r=-~- 


8 ^ 


et , en faisant 


* 8 • 

- =net = m, 

a a 

les courbes des deux premiers genres dont l’origine seta 
sur l’un des axes principaux , art. aoa, et sur la courbe, 
art. ao 4 , auront pour équation 

y' •=. mx + I***. 

Celte formule générale comprend aussi l’équation de la 
parabole = , qui répond au cas où l’on aurait 

71 = o : , 

donc ... 

y' ■=. mx Tix’ 

sera l’équation générale des trois courbes du second ordre. 


De V Ellipse. • 

207. On a vu, art. 1.S4, que l’ellipse est une courbe 
limitée dans les deux sens : c’est une vérité qui nous est 
présentée immédiatement par son équation 

b' 

i' x'-f- a'y' = a' i* , ouy’ = — (a’ — (G*) ; 

car, en la résolvant , on trouve 


±1 — a ' — , 


■X' 


m 


et l’on voit que toute valeur de a; plus grande que a, 
soit positive , soit négative , rendra y imaginaire. . , . 
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i. 

208. La même équation nous montre encore que y • 

a toujours (leux valeurs égales et de signes contraires : 
d’où il suit que le grand axe coupe la courbe en deux 
parties égales et absolument semblables. ' 

En résolvant l’équation de l’ellipse par rapport à a: , 
on pourrait s’assurer facilement que le petit axe jouit 
de la même propriété. 

209. Le grand et le petit axe sont donc deux dia- 
mètres; mais ils diffèrent des autres par la situation des 
ordonnées :■ car, si le diamètre est un des axes princi- 
paux , toute ordonnée qui coupe cet axe à angle droit, 
sera toujours égale à l’ordonnée négative qui appartient 
au même point de l’axe ; tandis que , si le diamètre 
n’est pas un des axes principaux , il faut que l’ordonnée 
ait une certaine obliquité , art. i 45 et i46 , pour qu’elle 
soit égale en longueur à l’ordonnée négative qui corres- 
pond à la même abscisse. 

)6. 210. Les extrémités A et D (Fig. 56 ) où la courbe 

rencontre le grand axe , sont appelées les Sommets. 

On peut prendre un de ces sommets pour origine, 
par exemple , le sommet A. En nommant x' l’abscisse AP 
comptée de ce sommet , il y aura , entre cette abscisse 
et l’abscisse x comptée du centre , la relation suivante t • 

CPx=AP—AC, 


ou < 


X = x' — ' a . 


Cette valeur étant substituée dans l’équation 



on obtiendra 

a 

iijuation âe l’eUipse rapportée au sommet. 
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an. Quoique nous ayons été conduits à cette équation 
en supposant que l’abscisse x comptée du centre corres- 
pondait à un point pris sur la partie ÜBE de Fellipsc, 
fl’équation ne serait pas altérée , si ce point était pris 
sur la partie DAE : car alors , l’abscisse devenant nég^ 
tive , au lieu de , 

X = x' — <p, ' 

on aurait 

« = — (x' — a); 

expression qui , étant élevée au carré , donnerait lïr même 
• valeur de- x’ qui a servi à transformer l’équation de l’el- 
lip se rapportée au centre , en celle où l’origine est au 
sommet, 

212. Si l’on décrit, sur un même diamètre 2 <z , un 
cercle et une ellipse , et qu’on nomme y et y" les 
ordonnées de l’ellipse et du cercle, correspondantes à une 
même abscisse x, l’équation de l’ellipse donnera, entre-x 
et ^ , cette relation : 

■ ' . J' y 

y > = — (a* — X*) ; 

et celle du cercle donnera , entre x et celle-ci ; 


jyffa — a’ — X*. 


Eliminant a' — x’ entre ces deux équations , on trouf 
vera 



et , passant à 1 a racine , 



d'où l’on tire la proportion 
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ce qui nous apprend que l’ordonnée du cercle est à celle de 
l’ellipse dans le rapport constant du grand axe au petit axe. 
On pourra donc déterminer les ordonnées de l’ellipse 
<• au moyen de celles du cercle , lorsqu’on connaîtra le 
rapport du grand axe au petit axe de l’ellipse. 

ar3. On peut aussi comparer l’ordonnée de l’ellipse 
à une autre ordonnée de la même courbe. 

Pour cet effet , soient « , /3 les coordonnées CP et PM 
Fig. 56. d’un point M de l’ellipse , et a.' , les coordonnées 
CP' et FM< d’ un autre point 3/' : mettons successive- 
ment ces valeurs à la place de x et de jy dans l’équa- 
ition de l’ellipse ; nous aurons 

\ 

6 ’ ‘ 

, .. — (a’-*’), • ■ 

donc 


h' h' 

: e'* :: — (a* - «*) ; - (a* - ; 


et supprimant le facteur commun — ^ , et observant que 

(à' — a’) — (û^a) (a — a), et que le produit (a’ — a'*) 
peut se décomposer de la même manière , la proportion 
précédente deviendra 


/8‘ : :: (a + «) (a _ «) : (a '+ »') (a — «0, 


c’est-à-dire , 


PJSP\PM'^:MAC+CF){CB—CP):{CB-\-CF){AC—ÇP) , 
ou PM- :FM'- \\APx PBiFBxAP -, 

par conséquent , dans l’ellipse , le carré d’une ordonnée 
•menée sur le grand axe est au carré d’une autre , comme 
le produit des distances du -pied de la première de ces 
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trdonnées aux deux sommets , est au produit des dis- 
tances du pied de la seconde à ces mêmes sommets. 

2 i 4- Si l’on prend (Fig. 56) une ouverture de compas Fig. 56- 
e'gale à la moitié du grand axe AB., et que du sommet 
X) du petit axe, on décrive deux arcs DF, DF' , les 
points F et F' .sont les foyers de l’ellipse , et la distance 
de l’un des foyers au centre est l’excentricité. 

2i 5 Représentons par c cette distance CF=CF' de l’un 
de ces foyers au centre : nous aurons , par la propriété du 
carré de l’hypothénuse , 

CF- = CF'- = DF- — DC - , 
ou c- = a - — b- .... 

La valeur de b' tirée de cette équation étant substituée 
dans celle de l’ellipse rapportée au centre , on trouvera 

J' =^—~ ("’ — *’) (^'0 î 

tion de l’ellipse exprimée en fonction de l’excentricité. 

21 6. Les foyers de l’ellipse jouissent d’une propriété 
très remarquable , qui va nous être donnée par la solution 
du problème suivant : / 

Trouver réquation d’une ligne courbe telle que la somma 
des distances de chaque point à deux points Jixes , soit 
toujours égale à une ligne donnée 2 a. 

Repré.sentons par 2 c la dLstance des deux points fixes 
J" et /' ( Fig. 61 ). La ligne étant supposée courbe , tous Fig. 61, 
ses points ne peuvent être dans une meme direction : donc 
elle doit avoir des points hors de celle de FF', et si de 
l’iin de ces poinLs, il/, on mène les droites MF, MF', le 
triangle MF F' aura nécessairement lieu ; ce qui exige que 
sa surpasse FF"' : car, si''l’on avait 2 azszzc — FF' , 
comme, par hypothèse, 2 o = il/L'-|- il//"', on conclurait 
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Tig. 6 i. que MF -\-MF' = FF' , c’est-à-dire , que la somTne 
des deux côtés d’un triangle est égale au troisième , ce qui 
• est inadmissible. 

D’une autre part, il serait absurde de supposer 
car, en*mettant les valeurs de 2a et de 2c , 011 aurait 

MF MF' FF' ; 

et il en résulterait que les droites FM et F'M qui partent 
des extrémités F et F' , ne pourraient se rencontrer , puis- 
que leur somme serait moindre que la droite FF' qui les 
sépare. 11 résulte de ce qui précède , qu’on ne peut avoir 
que 

FM F'M > FF', c’est-à-dire , 2a > 2c. 

Cela posé , nommons x , 'y les coordonnées du point 
M , elz' , z" les distances MF et MF' de ce point aux 
foyers : par la propriété du carré de l’hypothénuse , les 
triangles rectangles MFF , MPF' , donneront lieu aux 
équations j 

FM' z=FP‘ -f-Pjl/% ou z''-=. 

F'M'=zF'P'^PM'—{CP—CF'Y^PM', ou (*)r//’= 

auxquelles il faut joindre cette troisième , donnée immé- 
diatement par la condition du problème , 

a' -t-r// = 2 û (N'/). 

Retranchant l’équation ( 5 F') de l’équation (L") , et rédui- " 

■ ■ - - 

(*) Si l'ordonnée éuit prise dans l’intervalle FF , ce* équations 
(!-.") , (M") , ne subiraient aucun changement : car FF et FF , ou 
FF' et F F' auraient , aux signes prés , les mêmes valeurs que FP 
et P/* ; et comme ces lignes n'entrent qu'au carré dans les équa- 
tions (L ) et (M ) , U est indifférent qu’elles soient positives ou néga^ 
lires. 
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sant , on obtiendra , 

z'* — Z*’ — ^cx (O*) ; 

et observant qu’en général une expression de cette forme 
a' — 6’ résulte du produit Ae. a 6 par a — b , on peut 
écrire l’équation (O^'') de cette manière : ' 

( z' + ^ — •'" ) = 4 ex- 

' Si on y met la valeur de z'-\-zH donnée par réquatIon(N^'')» 
elle devient 

2 a ( z' — zH ) = I^cx , 
et , en divisant par a a , donne 


2.0 a 

Ajoutant à cette équation celle que nous avons désignée 
par (N*) , on trouve ~ 


a. z' = z a 

et , par conséquent , 



Substituant cette valeur de z' dans l’équation (L") , et 
réduisant j il vient 


= z’ ; 


d’où l’on tire 


c’ a:’ 

— i- - r* -ï*» 


— a’ 


Réduisant au même dénominateur le second membre , on a 

, a;’— a’c’— a*x’ (fl’— c’)a’ — (fl’ — c’^at’ 

y - ^ > 
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et , par conséquent , 



(a* -a:’) 


est l’équation d’une ellipse, art. aiS, dont 2o serait le 
grand axe , et c l’excentricité. x 

217. On a donné le nom de rayons vecteurs aux lignes 
FM , F'M , qui , partant des foyers , se terminent à la 
courbe. 

« • 

218. La propriété que nous venons de démontrer , 
art. 216, nous offre les moyens de décrire l’ellipse par 
points , lorsque le grand axe et le petit axe sont donnés. 

On détermine d’abord , art, 214 » sur le grand axe AB 
Pip. 56 . (Fig. 5 G;, les foyers/', F' , et avant partagé AB en deux 
parties An et Bn , on les prendra pour rayons de deux 
arcs de cercle , que l’on décrira des foyers F el l' , comme 
centres ; ces arcs , en se coupant , détermineront un point 
de l’ellipse ; car , d’après cette construction , la somme des 
rayons vecteurs FM et F' M vaudra le grand axe AB. 

219. On peut aussi décrire l’ellipse par un mouvement 
continu : pour cet effet , on fixera à deux points F et F' 
les extrémités d’un fil égal à , et, tenant ce fil tendu 
avec un style que l’on fera mouvoir , on tracera l’ellipse ; 
car on aura toujours 

FM-\~F'M=zAB — 2 a. 

220. Le paramètre est la double ordonnée HH' qui passe 
par les foyers. Pour le déterminer , on substituera donc 
à X , dans l’équation de l’ellipse , l’abscisse c du foyer ; et , 

en nommant — l’ordonnée qui répond à celte valeur de 2:, 

. ■ 

l’équation =: — ( a’ — a:’ ) deviendra 
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MelUtU , à ta place de a* — c* , sa valeur ô* donnée par 
l’équation (J") , on aura 



Tirant la racine de chaque membre de cette équation , on 
obtiendra 

3^ 4^’ aix3i_ 

• ^ a St a sa * 


ce qui nous apprend que le ^ramèlre est une troisième 
proportionnelle au grand axe et au petit axe. 

P , , 

321 . Si l’on substitue la valeur — de — dans l’équation 

2a a’ 

de l’elIlpse , on trouve 


y — — (a’ — *’ ) , équation de F el- 
lipse rapportée au paramètre. 

\ ■ •’ 

De l’Hyperbole. 

222. La discussion qui nous a fait connaître , art. 207 et 
208 , plusieurs des propriétés de l’ellipse j d’après la seule 
forme de son équation, peut s’appliquer à l’hyperbole, 
dont l’équation rapportée au centre est, art. 189 , 

b' X' — a'y'= 0“ (P#)- 

223 . Ainsi , en résolvant cette équation par rapport à' 

I 

y, on trouve 

y = ±— X’ — a* (QO 

et l’on voit que l’ordonnée y devient imaginaire pour 
une valeur de x moindre que a , soit qu’on la prenne 


i42 Théouie des courbes du second ordre. 
positivement ou négativement ; ce qui prouve qu’il existe 
Sy. une interruption , dans le cours de la courbe ( Fig. 5 j) , 
de A en B. Voyez l’art. 182. 

224. L’équation (Q'") donnant toujours deux valeurs 
égales et de signes contraires pour l’ordonnée , nous ap- 
prend que l’axe AB des abscisses , sur lequel celte ordon- 
née est perpendiculaire , est un des axes principaux. 

zptS. On peut rapporter la courbe à l’un des sommets A 
et B. Nommons x' l'ab.scisse comptée du sommet , nous 
avons pour le sommet A , 

CP = AP—AC 

ou Æ = a' — a , 
et pour le sommet B , 

CP=zBP+CB 

ou X = æ' -|- a ; 

ces valeurs étant mises successivement dans l’équation (P^'') 
de l’hyperbole rapportée au centre , nous donnent 

J’ 

_y* = -J- ( x'“ — 2ûx' ) (R*) , équation 

de l'hyperbole rapportée au sommet A , 
i’ 

et y'^ = — (x'‘ + 2 ax' ) (S^'^) , équation de 

l’hyperbole rapportée au sommet B. 

226. Si , dans l’équation (P") de l’hyperbole rapportée 
au centre , on fait b — a, on tombe sur l’équation 
_y’’ = x’— a’ d’une hyperbole à laquelle on a donné le 
nom d’hyperbole équilatère. 

227. Eu comparant les équations de l’ellipse , de l’hy- 
perbole , du cercle , et de l'hyperbole équilatère , on voit 
que l’hyperbole équilatère est , parmi les hyperboles , ce 
que le cercle est parmi les ellipses. 


J 
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■ 143 

. 228. Soient ec, /S et a',jS' les coordonnées des deux points 
de l’hyperbole ; on aura , entre ces" coordonnées , les rela- 
tions suivantes ; 

6 ' 

5 ' 

( 3 '* = — 
a 

d’où l’on tirera la proportion 

(«- — a’) : ^ 


ou , en supprimant — dans le second rapport , on aura 
i3’ : /3'’ :: a’ — a’ : — a* , 

ou /3> : :; (« + a ) ( * — a ) : ( «' + a ) ( a' — a ) , 

c’est-à-dire , 

(CF+JC)(CF-CB):(CP+^C)(C]^CB), F 


ou FM^:F'M'^::AFxBF:AF'xliP'. 


Par conséquent , dans l’hyperbole comme dans l’ellipse , 
les carrés de deux ordonnées sont, entre eux, comme le 
produit des distances du pied de l’une de ces ordonnées aux 
deux sommets, est au produit des distances de l'autre à 
ces mêmes sommets. ' 

22g. Lorsque l’origine, des abscisses est la même dans 
1 ellipse et dans l’hyperbole , ’pour déduire de l’équation 
de l’une de ces courbes celle de l’autre, il suffit de chan- 
ger en — ou b en b v/ — 1 ; c’est une suite de la 
comparaison que l’on peut établir entre les équations de 
ces courbes. 

a 3 o. Dans l’ellipse , nous avons appelé foyers , deux 
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points pris sur le grand axe à des distances c et — e du 

centre, égalés à a' — b‘‘. Si nous donnons le même 
, nom aux points analogues' dans l’hyperbole , il faudra , 
art. 22 g , changer en — 6’ , et les foyers de l’hyperbole 
seront , sur l’axe des abscisses , à des distances du centre 
exprimées parla quantité absolue v/a’-f-A\ 
ïig. 5> Pour construire cette expression, on élevera ( Fig. Sy ) 
au centre C, une perpendiculaire CD égale à la constante 
i;ct, du centre C, on ^décrira, avec une ouverture de 
compas égale à l’hypothénuse DB, deux arcs de cercle qui 
couperont le grand axe aux points F et F'. Ces points se- 
ront les foyers ; car la propriété du carré de l’hypothénuse 
• nous donnera 

DB' = CB' + pC\, 
ou c’ = t 

- d’où l’on tire c z=\^ a'-\-b'. 

2.31. On peut, comme nous l’avons fait, art. ai5, 
.- dans JUlipse , mettre l’équation de l'hyperbole en fonc- 
tion «rla consta,nlc c-, et l'on trouvera <jue cette équa- 
tion est 

c' — a' ■ ' i . 

y' = \ — — -V (U'O- 

■ V 

2.32. Si l’on compare cette équation à celle qu’on a 
donnée , art. 21 D, pour le ras analogue dans l'ellipse, on 
verra qu’elle est la même : car, un produit ne s’altérant 
pas lorsqu’on rend négatifs les deux facteurs qui le com- 

. posent, par la raison que a x l> — — a X — i, on 

pourra changer les signes des facteurs qui forment le 
second membre de l’équation (IT*^ , et cette équation 
deviendra ' 



w 
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a 33 . Mais comtnent distlngncr si cette, équation est 
telle tla l’ellipse ou de l’hyperbole ? Rour cet effet , on 
remarqiiera que a* — cî, doit être une qitantité positive 
dans l’ellipse, et une quantité négative dans l’hyperbole. 

234, , I.es foyers de l’hyperbole jouissent aussi d’une 
propriété .très-rfimarquable, que la solution du problème 
suivant nous fera connaître. \ . ' 

Trouver liquation d'une ligne courbe dont la différence des 
distances de chaque point à'^dtux points fixes, soit 
ioujourf igale à utie- constante- 3a. iv. 


Représentorts par 2 c la "distance des deux points fixes 
F et F' (Fig. 61).: puisque la ligne est courbe^ fous Fig. (j,. 
scs points ne peuvent être., dans urje même, ditectihn j 
donc elle doit avoir des points hors de celle de FF'.. Et 
si, de l’un de ces points il/, on mène les droites MF , 

MF', le triangle ilfFF' aura néccssaireineht lieu; par con- 
séquent , la ligne donnée 2a doit être telle que le triangle ' 
MFF' .soit possible ; ce qui exige que 2a soit moindre que 
FF': car, si l’on avait 20 = 20, comme, par hypothèse, 


' 20 = MF— MF', 

et , ■ . ' — . i; . 

3 c = FF', ' . 

1 y O ' ^ I ' ' « 

on conclurait que , j. . . 

MF— MF' = FF’-, 

d’où l’on tirerait » 


I 


MF= FF' + MF', ' 


c’est-à-dire que la somme des deux côtés d’un trlatigU 
est égale au tn isièrne , ce qui ne peut étire. 

D’une autre part , il serait absurde de supposer 2C<^aa; 
•o-r en mettant les valeurs d*2a et de 2C , on aurait 

FF' < MF— MF', 

to 
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„ ou FF' MF'<^MFi ~ 

et il en rosuherait que les droites FF' et MF' qui 
partent des extrémités F t\.M , ne pourraient se rencon- 
trer, puisque^ leur somme serait moindre que la droite qui 
ies séparcL Nous supposerons donc 2 a <[ a c. Cela posé , 
prendns le. milieu C de FF' pour origine ; abaissons du 
point il/ une perpendiculaire MP sur la direction de FF'-, 
et nommons 


ÇP, X 5 PM, , y ; FM^ z', F'M, z" _ 

par la propriété du carré -de l’hypotbémise , le» trianglcs 
rectangles FMP, F' MP , donneront les équations 


J FM'xz(CP-\-CFy-\-PM^ OH 
PM'={CP—CF'y-\-PM'‘ OU 2#’=:(ar— 

et la condition du problème, nous offrira celle-ci : 

, z' • — «# = a a . . (X*). ' 

Retranchant l’équation ÇW"') de l’équation (V"), et 
réduisant , on obtiendra 

z'* — z«' = iicx (Y») : 

et obserx'ant qu’en général une expression de cette forme 
à' — b' résulte du produit de a -|- A par a — b , on 
pourra écrire l’équation (Y*) de cette manière : 


(z' -f- z") (z' — z<!) := 4 cz ; 


et , en y méttant la valeur de z' — • z" donnée par l’é- 
quation (X"), on aura 

aa (r' + z") =4car; ^ 
et , en divisant par a a , 


z' -^z” 


4 ex 
Ut a 


2, ex , 

J * 
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>4; 


Ajoutant l’équation (X.'0 à celle-ci, on trouvera 

2 ex ' 


2 r' = 2 fl -I , 

fl 


t 


-et , par conséquent , 


«' = a -j- 




Substituant cette valeur de z' dans l’équation (V^, et 
réduisant, on obtiendra . 


Il ' . I • 


û* 


c> + x-+y‘; 


d’où l’on tirera 


' c’ • 

= J ç‘ — x\ 


et, réduisant au même dénominateur le second membre , 

. J a^-\-c'x' — a’’c' — a'x\ . (n’f— (a’—r -d 

-J fl’ • ijV: - *»’ % 

et, par conséquent, ^ i'l> 



(a_> — a:’) ; 


équation de l’hyperbole, qui est la même que celle que 
nous avons donnée , art. aSa. 

235. La propriété de l’hyperbole nous offre , comme 
celle de l’ellipse , les moyens de la décrire par points. 
Pour cet effet , ayant d’abord déterminé les foyers , 
art. a3o , on décrira (Fig. 6a) , de l’un des foyers , un Fig 
arc de cercle avec un rayon plus grand que FB d’une 
quantité arbitraire ‘m ; et, de l’autre, foyer , on décrira 
un autre arc avec un rayon F' B -j- m. Ces arcs , dans _ 
leurs intersections , détermineront deux points de l’hy*- 
pcrbple ; car la différence de ces rayons qui partent des 
foyers, est évidemment égale à FB — F' B = 2 a. 


TIS-6». 


1 
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2.36. t)n peilt aussi tracer l’hyperbole par un mou— 
vemcnl continu , de la manière suivante . 

De«* points F et F étant pris pour foyers (Fig. 62), 
si l’on fixe à l’un de ces points F une règle mobile FH^ ^ 
et à l’autre F' un fil moins long que cette règle , et attaché "j 
par .son autre extrémité à celle de la règle, au point 
si l’on fait mouvoir un style qui tienne ce fil cmisUmment 
\endu, on décrira une portion de l’hypcrholc. , 

En effet , soit 2a la différence de la règle an fil : quel 
que soit le point il/ de la courbe ainsi tracée , si , de U 

longueur de la règle = Fl/ + M//, , ■ -, 

on ôte celle du fil =Fj>/+-M//, 

il restera Fil/ — FM = 2 a, ce qùt ist là propriété de 

l’hyperbole, ^ , 

' 237'. Le paramètre p ou la double ordonnée qui passe 
par le foyer , se 'déterminera j' en substituant dans 1 ÿua- 
tion (P") de J’hyperbole rapportée au centre l’abscisse 
du foyer, el Ton trouvera r ■■■ 

et à cause que c’ — o’ = >’ , art. 

•' . 

p' b* ' ‘ . 

' : ' !■ ; -s . I- . . 


..t: 


et donnera, en tir.âht'la racine, 
l 

P 


2 , 


. 4 


Lh^ 


n- 

2. b y. 2 h 


2a 




;> 
îl î 


donc, dans l’hyperbole', comme' dans l’ellipSe, le para- 
mètre est une troisième proportionnelle au grand axe et au 

\ ' : .3. f ' • ■' ' • 

petit axe. 
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il 

ao fl* 

l'équation de l’hjq)erbolc, on trouvera 


' • pi* 

a38. Enfin, si l’on substitue la valeur — de — dans’ 

*»/i yi* 


t'* = — ( X* — û’ ) , équation au paramètre^. 


De la Parabole. > 

/ 

' sSg. Le caractère distinctif de la parabole se présenté- 
immédiatement dans son équation 

y‘‘z=px, ou plutôt^ = ±; V' px ...... (Z^/) ; 

«ar cette équation nous montre que x et p doivent être 
de mêmes signes , pour que y ne soit pas imaginaire : 
donc la courbe ne peut s’étendre que dans un sens , en se 
partageant en deux branches qui s’ccârteront d’autant plus 
l’une de l’autre que x augmentera. Vo\i:i l’art. igÇ. 

Si l’on fait a: = o, pour avoir l’ordonnée qui passe, 
par l’origiDO , la valeur y = o que l’on trouve , nous ap- 
prend que l’origine est au point À (Fig. fi3 ) où la courbe Fig. 63.. 
coupe l’axe, ün a donné à. ce point le nom. de Sommet. 

24i- La même équation nous apprend encore que les 
earrés des ordonnées sont comme les abscisses qui répondent 
à ces ordonnées. 

Car soient «, /3 et a', 3' les coordonnées de deuit points^‘ 

•n a donc , pour le premier , , ' 

=p « 

pour le second , I 

donc : g'* :: pa.l pa', ou, divisant les deux termes dit 
second rapport par y?. 
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342. La parabole est une ellipse dont le grand, axe est 
infini, ou, ce qui revient au même , est la limite de toutes 
les ellipses dans lesquelles la distance du sommet au Joyer- 
est la même. 

Tig. 56. Pour le démontrer, nommons c' la distance (Fijg. 56 ), 
du foyer au sommet de l’ellipse , et substituons la valeur 

i* 

de ô’ en fonction de c' dans l’équation._j'’= — ^ ( 3 ax — x-y 

de l’ellipse rapportée au sommet, art. 310 : nous avons 

AF=AC—CF, - 

ou c' = fl — c ; 

' mettant pour c sa valeur donnée, art. 214 ) il vient 

c^ — a— a' — b' •, 
transposant et élevant ^u carré , 

a* — = ( fl — c' )’ = a* — a & e'^ \ 

d’où l’on tire 

b’'z=:a. ae' — c'*. 

>u moyen de cette valeur, l’équation de l’ellipse devient 

I ■ 2 ae' — c’' 

y-^ = — ( 2 ax — x>) , 

S 

et développant , 

; 


équation qui , lorsque le demi-grand axe a devient infini » 
se^^duit à 

- y'-xzzl^c'x. 

243. En comparant eette équation à celle' de la parabole, 
on voit que px= i^c' •. prenant donc sur l’axe des abscisses. 
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nn point (distant du sommet d’une quantité égale à — > 

nous appellerons ce point le Foyer de la'parabolc. 

244- ï-*® foyer de la parabole jouit de cette propriété , 
que , si du foyer on mène une droite FM à un point quel- 
conque de la parabole (Fig. 63 ) , cette droite qu’onTi 
nomme le Rayon vecteur t sera égale à l’abscisse AP de 
ce point , augmentée de c' . 

En effet , le triangle FMP nous donne l’équation 

FM’ = FP* + PM ' , 
on FM' = ( X — c' )’ 4* 4 ; 

et , en développant le second metnbre, et réduisant , 

FM' = X’ 4* 2 4 “ o'* = ( X 4- c' )’ ; 


et , tirant la racine , ' , 

FM = 4b ( ■* 4 * ^ ) î ' 

ou simplement en prenant le signe supérieur < 

FM = X -f- c’ , 
ou 

FM = X 4- i /’• 

245. Si l’on veut adopter le signe inférieur , il ne faut 
pas croire que le rayon vecteur ait la meme valeur , au 
signe près : car , si la valeur positive est FM, elle répond 
à AP=x-, mais alors la valeur négative doit répondre 
à AP' = X. 

246. Pour déterminer le paramètre de la parabole , 
c’est-à-dire , la double ordonnée II IP qui passe par le 
foyer, nous substituerons à x, dans l’cqtialion de la courbe,. 

l’absclssc — du foyer, et nous aurons, pour la valeurde//F',. 


y' — ip' ety = lp: 
' donc le paramètre est égal à p. 


J 
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247 - Si , sur le proloiigeiiicnt de l’axe des ahscisse*. 
(Fig. ÜÜ) ,à une distance AI) z=^p, on mène, à angle 
droit, la ligne indéfinie Z)C, cl (ju’on abaisse une per- 
pendiculaire MG d’un des points de la courbe sur cette 
ligne DC , qu’on nomme la Directrice, on aura évi- 
dcinment 

MG = AD + ÀPt= J ^ -f- X. 

Or, nous avons vu , art.a44i î H* * est l’expression 
du rayon vecteur FM : d’où il suit que toute perpendiculaire 
abaissée d'un point de la parabole sur la directrice , est tou- 
jours égale à la distance de ce point au foyer. 

a4f^- (ielte propriété nous ofTre un moyen de décrire la 
Fiÿ. 65. parabole par points. Pour cet effet, on prendra (Fig. 63) ’ 

'A1)—AF=zIp, 

. et ayant élevé une perpendiculaire indéfinie FL , on la 
coupera en 31 par un arc de cercle décrit du foyer avec un 
rayon FM égal à DP : alors le point d’intersection M sera 
sur la courbe ; car, d’après celle construction , FM= DP 
z= GM. 

24q. On peut décrire aussi la [larabole par un mouve- 
ment tconlinu , de la manière suivante ; un fil, égal en 
longueur à la branche MG d’une équerre, étant fixé par 
l’une de ses-cxtrcmilés à celle de celte branche en R, et 
^ par l’autre à un point F que l’on prend pour foyer, si la 

seconde branche de l’équerre gli.sse sur la directrice , tandis 
que le fil , au moyen d’un style, soit constamment tendu i 
contre la branche MG à laquelle il est attaché , ce style dé- 
crira la parabole ; car on aura toujours 

GM = FMR , ou GM + 3!R — FM -{- M/î, 

J * 

et par conséquent 

> GM=FM. . . -■ 
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Des tangentes et des normales auæ courbes du 
second ordre. 

aSo. Nous avons démontré , art. 206 , que les équations 
des courbes 'du second ordre rapportées au même som- 
met , pouvaient être comprises dans la formule générale 
y’ = TTJar ‘-f- na:’ ; on parviendra au rnéme re'sultat , en 
mettant les équations des art. 210 et 225 sous les formes 


b' i’ 2Î’ f 

y’ = X X' , y’ = — X' X, 

■' a a-‘ ’ a ' 

car on voit que les trois courbes du second ordre peuvent 
être représentées par la formule générale = mx -|- wj:’ , 

. , . 2 

•n faisant pour l’ellipse , n — — — -, 


20* O 1 

pour l’hyperbole m= ^ nr=z~y 

pour la parabole m= p, n =: o. 

25 t. Cette formule générale -f- P«itt étr# 

utile pour trouver les propriétés communes aux trois cour- 
bes. Parmi ces propriétés, nous allons considérer celles des 
tangentes normales , sous-tangentes et sous-normales. 

262. Cherchons d’abord l’équalion d’une tangente en un 
point et, fi d’une courbe du second ordre. Pour cet effet , 
.soit M ce point ( Fig. 65 ) ; ses coordonnées « , fi devront 
satisfaire à l’équation j'* = ma; ntc* , on aura donc 

/3* = m* -j- 

I 

Considérons un autre point M' de la courbe , donc 
a-j- a' et fi représentent les coordonnées dP' et P'M', 
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on aura encore 

+ = (« + «')+n’Ca + a')>. 

Développant et retranchant l’équation (A"Q de cette équa- 
tion, on aura 

2/9^'+^'»=m«'+ 2n««'+na'* (R'"). 

Cette équation détermine pour fi' la valeur de l’accrois- 
sement M'Q de l’ordonnée Pd/, lorsqu’on passe du pre- 
mier point au second. 

Si l’on mène une droite par le point M , l’équation de 
cette droite sera .. 

y-fi=zA ix-u).... (C'O, 

yi représentant la tangente trigonométrique que celte droite; 
fait avec l’a.\e des x , on pourra déterminer cette quantité- 
arbitraire par la condition que la droite soit tangente à la 
courbe. Pour cet effet, si , dans cette équation , nous 
substituons la même valeur a que nous venons de 
donner à x dans l’équation de la courbe, et que nous ap- 
pelions fi-f-fi/, l’ordonnée correspondante P'JV de la ligne 
droite, en .substituant ces valeurs dans l’équation (C'") , 
nous en tirerons 

fi, = ^a' (D'"). 

* Or , si le point M' coïncide avec le point JV, les accrocs- 
semens QM' = fi ' , QN = fi, , seront égaux ; dans ce cas 
la droite deviendra une sécante MM'. Si l’on change donc 
fi, en fi' dans l’équation (D'") , et qu’on substitue cette 
valeur de fi' dans l’équation (R'") , on trouvera -c ■ 

ZfiÀai' A' a'* = ma.' -f- a/Ja*' + na''. 

Et en ordonnant , par rapport à , on aura 

f (m -j-ana — 2 . A fi) -f- (n — A') «'3 «' = ». 
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Cette équation étant du second 'degré détermine 
pour al les deux accroissemens qu’il faut donner à <t, pour 
que cette abscisse appartienne à un pointd’intersection.L’un 
des facteurs égalé à zéro , donne al =o, ce qui nous ap— 
preiad que «+0 ; c’est-à-dire a, correspond à_un point M 
d’intersection , ce que nous savions déjà. 

Par conséquent la valeur de al détenmincc par l’équa- 
tion < 

m -}- 2 na — 2//|3 -f- ( n — ) al ~ o (K“0’ ^ 

sera l’accroissement qu’il faudra donner à « pour avoir 
l’abscisse Af du second point d’intersection Af'. L’équa- 
tion (E"0 se compose de deux parties , l’une 
qui varie avec al\ et l’autre m 4^ ^ na — 2 /3 , qui en est 

indépendante. 

Or, plus l’accroissement PP” = «' diminue , plus la 
droite AW s’approche de la tangeijte au point M. Donc 
en faisant *'= o dans l’équation (K'")) celle équation ap- 
partiendra au cas de la tangente , et donnera 

_ jrn-\-ncL 

-fi ’ . 

Substituant cette valeur dans l’équation (C'") , on aura , • 

• y — fiz=z Q a: — aj; équation de la 

tangente menée par un point a, fi à une courbe du second 
ordre, VorigiAe étant au sommet A (Fig. 64)- Fig' 64. 

• Si le point était donné hors de la courbe , soient al fi' 
les coordonnées de ce point, en nommant toujours m et ,â 
les coordonnées inconnues alors du point a, fi , on aurait 
pour déterminer a et ^ , le? équations 

^ m "4“ na , '■ ' \ 

fi' — fi = — («' — «) et ^ = m a 4“ ” 

fi 
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a53. Si, au point de contact , oq inpne une perpenJitn- 
rig.65. laire MR (Fig. 65) à la tangente, cette perpendiculaire 
porte le nom de î<ormalc,: il e.it donc facile , d’aprè& 
l'art. 102 , de déduire de l’équation de la tangente celle de 
la normale , cl l’on trouve 

y — a ï= f JC — ») : équation de la 

normale au point a, |8 de la courbe , l’oriÿine étant au 
sommet. . ^ ■ 

254- Lor.'îquc nous con.sidérons l’équation d’une ligne , 
nous ne faisons aucune attention à sa longueur ; mais il 
n’en est pas de même , lorsque nous cherchons l’expression' 
d’une ligne ; dans ce dernier cas, on ne donne le nom de 
tangente qu’à la partie MT de la tangente qui s’étend de- 
puis le point M de contact , jusqu’au point T où cette 
tangente rencontre l’ax» des abscisses.’ • 

2o 5. Dans ce même cas , la normale se réduit à sa partie 
31/1 , qui a pour extrémités le point de contact et le point 
R où cette ligne rencontre l’axe des abscisses. 

256. La partie PT de l’axe des abscisses comprise entre 
le pied de l’ordonnée du point de contact et le point T où 
la tangente rencontre l’axe des abscisses, porte le nom de 
Sous-tangente ; et la partie PR de l’axe des abscisses com- 
prise entre le pied de cette ordonnée et le point où la 
.normale rencontre l’axe des abscisses, porte le nom de 
Sons-normale. 

n5y. Proposons-nous maintenant de trouver les exprès-* 
sions de ces quatre lignes. ’ 

Si, dans l’équation de la tangente , nous faisons = o, 
nous trouverons * 

X — « =r j 

•j ni -j- n 
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_ . _ . _ _ *. ' 

‘ ' Pour savoir ce qiiO' signifie ce résultat, nous remar- 
querons que l’abscissé x se rapportant au sommet de 
la courbe dü second ."ordre, a? — « est l'ab^jsse conaptéè 
du pied P de l ordonnée /S : donc , 1. quand y=o, r — '• 
représente la distance PT du pied' de l’ordonnée /S au 
■ppint ou la tangente rencontre l’axe des abscisses : par 
conséquent , cette valeur de x — r tt e?t celle de la sous-tan*- 
' gente. 

Le signe ncgalif qûi l’affcQte , nous montre qu’elltdoit 
^ircd’ün signe conlran-e''a' celui de — , ou plutôt de 

K 3 m + n tt ^ 

^ m -|- na.. Or , t m -}-■ n« étant le numérateur de l’ex— 

' •; . >, 

pression j tic la tangente^ trigonométriquc ^ que 

forme la tangente avec l’axe des abscisses , le signe de 
.cette tangente trigonornétriquc ne .dépendra que de celui 
de j /72 -j- n te, lorsqu’on aora adopté le sens dans lequel 
doit tomber Supposons «donc /S positif : le point de 
contact sera alors situé au-dessus de d'axe des abscisses ; et 
SI 5 m -f- net est positif , la tangente- trigonométriquc de- 
vra l’être aussi. Dans ce cas , l’angle MTP ( Fig. 6.5 ) sera Fig. 65.' 
aign , et la sou.s-tangente étant alors négative , tombera , 
dans le sens des abscisses négatives, de P en T. 

Si au contraire i ni -|- n<t était négatif, la tangente tri- 
gonométriqiie sër.-Mt celle d’un angle obtus , et la sous- 
tangente dcvîëiuîraîl po.sîlive.'' ' *’■ ^ ' 

258 . H est à observer que, dans le cas de la, Fig. G.r, Fig. 65 , 
X M ne doit pas être regardé comme la différence dé 
•deux lignes ; Càr , représentant la ligne négative AT, 
l’expression 'devient celle de la somme de deux ' 

quantités négatives. , / 

Le signe négatif qui affeqte l’expression ■_ 

irn + nm* - . 
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ne sert donc qu’à indiquer de quel côté du pied de 
l’ordonnée la sous-tangente doit être portée , et devient 
inutile , puisque <e et jS étant doDnes 4. on est censé con- 
naître de quel côté la tangente est inclinée à l’égard de 
l’axe des abscisses, et par conséquent dans quel sens on 
doit porter la sous-tangente ; nous aurons donc, en sup- 
primant ce signe négatif, i . , 

/ 8 * • * # 

PT = — ; — J expression générale 

J nt -j- n tt 

de la sous-tangente rapportée au sommet A. 

• - 

aSq. Par le même procédé , on déterminera la valeur 
de la sous-norinale : en faisant y ■= o dans l’équation 
de la normale , et remarquant que x — a représente 
dans ce cas la ligue PR , on aura donc . . , 

PR = J m n « , expression générale 

de la sous-normale rapportée au sommet A. 

• ) 

260. Au moyen de l’expression de la sous— tangente, 
on trouve facilement celle de la tangente ; car on a , 
par la propriété du carré de l’hypothénuse , 


TM=V'PM^+PT>, 


TM 


= \/ É’ 


/ 3 -> 




générale de la tangenti rapportée au sommet A, 

' ^ i.. _ » 

a6i. On déterminera de même l’expression de la nofr 
male ; car le triangle rectangle RPM donne . ! 


bu, 


MR' — MP' + PR ' , . 
MPl' = '-f; (1 m n ' 


I 

V 
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, ‘ MR = 4- expression 

générale de la normale rapportée au sommet A. 


262. Appliquons maintenant ces formules aux diffé- 
rentes courbes du second ordre : comme la sous-normale 
et l’ordonnée composent cês six formules , cherchons 
d’ahord les expressions de la sous-normale pour l’e|lipse 
et pour l’hyperbole. 

’ ; . r. 

Si dans la formule générale de la sous-tangente on 
met pour m et pour n les valeurs qui leur convien- 
nent, art. 25 o , lorsque l’équation . jy* = m* 4" 
représente celle d’une ellipse ou d’une hyperbole , on 
aura ... 


^ m -f- n « = — — (a — «), pour le cas de l’ellipse. 


^ m -}-/»•= — (a — a) , pour le eas de l’hyperbole. 

A 

Substituant ces valeurs dans les «.xpressions préqé- 
dentes , ainsi que celle de gi' qui eit dans le premier cas 

— — (2a a — <c’), et qui , dans le second, est d’un signe 

contraire ; nous aurons, en réunissant ces /résultats, 


L’origine étant au sommet. 


— {a — a) (*), expression de la sous-normale de l’ellipse. 


(*) Le calcul nous donne les mêmes valeurs pour les expressions des 
sous-ungemes de rdlipsc cl de Plsypcrbole ^ cependani nous les écri- 
vons autrement , car ilans le cas de l’ellipse a, étant plus grand que », 
et dans le cas de l’iiyperbole a étant moiudre que a pour que la 
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i* 

— a), expression de la sous-normale de l’hyperbole. 

•Ml a — k ’ ' . , , 

— T- , expression de la sous-tangente de l’ellipse. 

• (a.* — aaa) ' ' 

• , expression de la sous-tang. de l’hyperbole. 

i 

1 /V 

y — (aa* — — «)'» exp. de la norm. de tell. 

\ / b' bi ' 

y — (<*’ — 2 a«)-| y {a — fl)’, exp. de la norm. de Thyp. 


1 f 24ïct'****’')* 

1/ (mul — tt’) + ^ ^ , exp. de la tang.de l’ell. 

' a' («—«J 

I. 


y — U'—Mia) + ^7 — ^ 

^ a* (« 5 — ay 

A l’égard des équations de la tangente et de la nor- 
male de l’ellipse et de l’hyperbole , multiplions par /3 
l'équation générale de la tangente , et , faisant passer /2* 
dans le second membre , nous la mettrons sous celle 
forme : . . 

/! = (I 7» 4- n a) (a: — a) + 

Substituons les valeurs de j m n a et de /S’, nous 
obtiendrons, « 


dénominateur de l’expression de la sous-tangcnlc dé l'hyperbole repré- 
' »eute une quantité positive, il faludra écrire a — a , et ntettre par 
conséquent «’ — 2 aa a<i numérateur. On peut faire 1a mémo obser- 
vation sur les autres expressions. ^ . 
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, I 

•L'origine étant au sommet ^ 


t6i 


de l’ellipse. 


[[(a — «) 35 + ûa], équation ’ds la tangente 


y = — [(tt — à)x — rta] , éqxmtion de la tangente 

de l’hyperbole. ! 

Il serait facile de déduire de ces équations celles des 
normales. 

263. 11 faut ajouter à ces formules celles qiie l’on peut 
obtenir pour la parabole , en faisant _ ' , ■ 


m = p, 71 = 0, $^z=p». 


■ et l’o 


■1 p, expression de la sous-normale 
‘ ^ P <* + i p‘‘ , expression de la normale 
3 a, expression de la sous-tangenle 

expression de la tangente 

y = (x + a), équation de la tang. 


de la paràbole. 


364. Les expressions et les équations que nous venons 
de déterminer , se simplifient dans l’ellipse et dans l’hy- , 
perbole , lorsque l’origine est transportée au centre. Pour * 
cet effet , soit x' l’abscisse comptée du centre , et située 
dans le sens positif de C en iî (Fig. 64).: il'est certain qu’il Fig. 64. 
y aura , entre x' et l’abscisse x comptée du sommet , I9 
relation suivante , fi 1 

X z—’a -{- x' ,■ - > 

.et si nous désignons ^ar a et a' le^ abscisses du point 
de tangence rapportées au sornpict et au centre , en 

; iz . ■ 
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observant que «' représente une abscisse négative , lors- 
qu’elle tombe dans le sens de C en A, comme dans le 
cas de la Agure 69 , nous aurons donc encore 

a = n + 

Substituons ces valeurs de j; et de « dans les expres- 
sions précédentes , et prenant les valeurs absolues de ces 
lignes nous trouverons 

L'origine étant au centre , 

h' . 

«' V )» express, de la sous-norm. de l’ell. ou de l'I^p. 

O* — «'* - . ' 

p— , expression de la sous-tangente de l’ellipse. 


5 expression de la sous-tangente de l'hyperbole. . 


express, de la norm. de Fell. 


v>- 

I y/ïv bi 

y.. — (a'* — express, de la norm. de l’hyp. 

i 

1 / fa’ — 

y — *'’)> exp.'de la tang. de V ell. 

y - — " * -f — y (*'• — O*), exp. de la tang. de l'hyp. 


y — ^ ■ (rt ’— étjuation de la tangente de l’ellipse. 

^ * 

y — ia.'x' — o’), équation de la tang. de l'hyperbole. 

LorlKjn'cin substitue dans l’expression générale de la sous-nor- 
Bialc les valeurs de m *t de n qui conviennent au cas de l’eflipsc, on 
trouve l’expression de k aoua-normale avec le signe négatif j ce signe 
I * 
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a65. Les expressions des tangentes , normales , etc. , 
nous offrent divers moyens de mener une tangente à une 
courbe du second ordre ; l’expression de la sous - tan^ 
gente de l’ellipse va nous servir d’exemple. Cette expres- 
sion , ne renfermant pas la constante 6 , ne dépend que 
de U et de « qui la composent ; donc , si l’on construit 
un cercle sur le grand axe 2 a d’une ellipse , et qu’on 
prenne une abscisse a commune aux deux courbes , et 
correspondante aux ordonnées fi de l’ellipse et fi' 
cercle on pourra mener une tangente au point a , S 
de l’ellipse , de la manière suivante. 

On prolongera la tangente qui passe par le point a , 
fi' du cercle , jusqu’au point T où cette tangente ren- 
contre la direction du grand axe 2 o ; on mènera du 
point T au point a , fi de l’ellip.se une droite qui sera 
l^angente à ce point : car , d’après cette construction , 
la sous-tangente est commune aux deux courbes. L* 
même procédé peut être employé pour l’hyperbole , 
en substituant au cercle l’hyperbole équilatère. On par- 
viendra encore au même but , au moyen des construc- 
tions suivantes. - 


imliqiie alors que l'abtciwe a comptée du centre, doit être portée dans le 
«cos de Ceo .4 (Fig. 64) , ce qoi mppose qoe lorsque ^ est positif, le point 
de tangcoce appartient à un pciol de la courlre compris depuis jusqu’au 
sonimet du petit axe , et que la tangente fait par conséquent un angle 
aigu (Fig. 65) avec l’axe des abscisses. Cette hypothèse a été intro- 

duite tacitement lorsqu’en calculant l’équation de la tangente nous avons 
employé l'équation de la ligne droite prise avec des constantes posi- 
tives j mais si on suppose que l’angle MTX devienne obtus (fig- 66 ) , 
l’expression de la sous-normale changera de signe. Au reste , on a vu , 
art. uS8 , que ce ' signe devenoit iuntile , puisque la position de la 
tangente est toujours indiquée par les coordonnées du point de tangence 
qui entrent comme données dans le problème ; c’est pourquoi nous 
ns considérons que ks valeurs absolues des normales et sous-nornulei. 


fV«4. 


Fig. 65. 
Fig. 66. 


t- 
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, 266. Lorsque le point M est donné sur l’ellipse , on 
“‘Fig. 66. mènera du foyer (Fig. 66), parce point, une droite 
f'M qu’on prolongera jusqu’en G , en faisant 
■ MG = 3 IF', 

9 ' 

N 

et , .ly.int uni les points F' et G par une droite F'Ç , 
la perpendiculaire MI abaissée du point de contact M , 
sera tangente en il/. Pour le démontrer , l’égalité des 
lignes MF' , MG , prouve celle des triangles rectangles 
S' MI, IMG , et par suite celle des lignes F'I et IG,, 
d’on il résulte que les triangles F'NI , ING, seront aussi 
égaux , et qu’on aura 

V NP = NG. 

Cela posé , je dis que MI ne peut toucher la courbe 
qu'au point il/: car, si un autre point, tel que N, 

* était ’.sur la courbe , on aurait 

F N -f- F' =20, 
ou FN+NG = FG-, 

équation qui ne peut avoir lieu <ant que le triangle 
FNG subsiste , et que A' est distinct de M, > 

Fig. 67. 267. Lorsque le point il/ (Fig. 67) est donné sur 

l’hyperbole , on portera le plus court des rayons vec- 
teurs F'M sur la direction de l’autre , de ilf en G ; et , 

. ayant uni les points G cl F' par une droite GP, on 

abaissera du point M sur cette droite , la perpendi- 
culaire il// qui sera une tangente à l’hyperbole. 

Car, soit un point N pris sur la direction de MI : après 
avoir prouvé , comme dans l’ellipse , que ÀG = NF', 
en se fondant sur l’égalité des lignes GM et MP, si N 
était sur la courlje , on devrait avoir 

FN-,NP a, 

■ ou > FN — NG = FG, 


» 
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d’où l’on tirerait ■ , - ;• 

FN = NG + FG-, : <■ • 

équation absurde, si le triangle GNF existe , c’est-à-dire , 
si M diffère àeN. ' . . 

26S. Lorsque le point (F*g- 68) est donné sur la 
parabole , on abaissera de ce point sur la directrice la 
perpendiculaire MG , et ayant uni les points JP et G 
par la droite FG , la perpendiculaire “'MI abaissée du 
point M dé 'contact sur FG , sera une tangente à la 
parabole. Un effet , cette droite MI né touchera là courbe 
qu’en un point: car, l’égalité des droites il/F., MG, 
prouvant , 'comme dans l’art. 266 ,' celle des droites 
NFy iVG7 si ' N était sur la courbe , on aurait 

, ,, V- )•••■ 'n'-.., • 

, . 'NH=^NF, . ■. , .. 

1 ■ , » 

ou- ;-/'i , • NH'=z NGi ■ > > 


Fig. 6». 


absprdité , gi N diffère de M. , , ■ ' ■ 

26c). Je donnerai , d’après ' M. Biot, la solution des 
mêmes prohlêm.qs ,,cq prenant hors, de la courbe )c point 
par ou ^oijt. .passer la. tengente., , . , .1 , ■ , . ' 

. Pour mener .j.par un point donné N hors. ,^ç d’eUipsé^ 
une, tangçn^., à .cette .courbe , .on décrira (Fig. ,66), Fig. 66^ 
du foyer , F comme centre, et avec un rayon égal, à 
2 a , un arc de cercle qui coupera, en G un autre arc 
de cercle, décrit du centre N avec un ration NF'. Le 

- ..K } . J . ,jr />'■ 

point M déterminé par la rencontre de FG et de la 

courbe , sera le point de contact : car cette caqstruc-^ 

,, ' i ’ . ' 

NG^NF'; 


tion nous donne. 

ir ’ ; 


et parce que FG = 2<x, on doit avoir 
MG = MF'; 


• Digitized by Coogle 
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donc à cause des obliques égales , NI est perpendiculaire 
sur GF', et par conséquent est une tangente en J\J. 

Fig. 67. ayo. Si le point est donné hors de l’hyperbole (Fig. 67), 
du foyer F pris pour centre , et avec un rayon a a, on 
décrira un arc de cercle qui coupera en G un autre 
^ arc décrit du point donné N avec NF' pour rayon : lo 
point M déterminé par le prolongement de FG , sera 
le point' de tangente ; car il serait facile de démontrer, 

^ comme dans Part. a6y , que NM est une perpendiculaire 
snr GF', puisqu’on a par construction NG = NF', et par 
La nature de la courbe MF'z=MF — 20= GM. 

271. Enfin , si par le point N donné hors de la para- 
X'ig. 68- bole (Fig. 68), on veut mener une tangente à cett» 
courbe , on décrira du point N , avec un rayon NF^ 

I un arc de cercle qui ctSvtpera la directrice au point G : 
la parallèle GM à l'axe des abscisses, déterminera- le 
point M de tangence ; car l’égalité des obliques GN et 
NF, CM et MF, prouverait que NM est perpendiculaire 
à GF, et doit être, art. d68, une 'tangente à la parabole. 

272- En donnant la solution des trois' derniers pro- 
blèmes , nous n’avons construit’ qtl’une tangente pour 
chaque courbe ; mais on en peut mener deux , parce 
que les arcs de cercle qui , par leur intersection , dé— 
termirieitt te point G , se coupent en deux points. 

27^. Dans les courbes à centre, les lignes menées des 
foyers au point de contact , forment des angles égaux 
Fig. 67. avec la tangente. En effet (Fig. 67) , l’égaTité des triangles 
IMF, GMI , prouve celle des angles F'MI, GMI. Dans 
rig. 66. l’ellipse (Fig, 66), ce dernier étant égal à son opposé au 
soiumet I j\lN, il en résulte' que F'MI — FMN. 

274. Cette propriété peut, aussi se démontrer par, 
Fig. C<). l'analyse: pour cet effet, menons "(Fig- 6;)), par les 
foyers F et F' dt l’ellipSe, des parallèles FG cl F' G' à M 1 \ 


Digitized by Coogic 


Des tangentes et des morsulbs. 167 

î) est visible que l’angle 

TMF= MFG = MFB — GFB = MFB — MTF, 
et que l’angle 

TMP = MF' G' = MP B — G' P B = MP B —MTF. 

* * 

Si les angles TMF, F'HfN sont égaux , les angles TMF 
et TMF' seront supplécnens l’un de l’autre , et auront des 
tangentes trigonométriques qui seront les mêmes au signe 
près ; c’est ce que nous allons vérifier : or, on sait qu’en 
général 

^ ' 1 + tang. a tang. b 

donc 

tang. MFB — tang. MTF 


Fig. 6g; 


tang. TMF-. 


(P«). 


-f- tang. MFB x tang. MTF 

Cherchons maintenant les expressions analytiques de 
tang. MFB et de tang. MTF, que nous -mettrons dans, 
celte formule. La tangente trigonométriquc MTF est 
donnée par le coefficient , art. 82 , de x dans l’équation 
de la tangente rapportée au centre , art. 264 , et mise 
sous la forme de l’équation L, pag. 43 : par conséquent , 

tang. TMF= — ; 

et la tangente de l’angle MFB est le coefficient de x , 
art. 82, dans l’équation Mu rayon vecteur que 

nous allons chercher ; 

Pour le point F,. .. . l’abscisse = ~ e, l’ordonnée =30; 
pour le point M,..,. l’abscisse = «, l’ordonnée = /8 

donc l’équation de FM est , 

» 




d’où l’on déduit 


“i" c 


tauig. MFB : 


(x 4. c) ; 


et, 
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Substituant , dans l’équation (F"'), ce* valeurs de long. T 
et de tang. nous aurons . 


tang. TMF — 


a’ ^ 


b‘ a 


... a’ (^a -|- c) 

Multipliant les deux termes de la fraction par 
a’^(a + c), 

pour faire épanouir les dénominateurs, nous aurons 

tang. ; 

a*^(a-f-c)-6'a/3 /3[fl’c+(a' — 6")aJ 

Mettant dans le numérateur la valeur de a’ /8’ tirée d* 

. 'b' ' ■ 

1 équation. au centre, (a’ — «' ) ; et mettant 

aussi dans le dénominateur celle de* a’ — J’, qüi", 
art. ai5, est c’, et réduisant', nous obtiendrons ' 

tang. TMF = ^ ±_ . ; ‘ 

On trouvera de même la tangente trigonométrique de 

l'angle TMF' que le second rayon Vecteur forme avec CT. 

Mai.s, sans recommencer _ce catcnl, nous observons que, 

lorsqu’on prend F'M au lieu de: FM ^ l’abscisse du 

foyer /■' devenant -l” C , >1 suffit. :dft changer le signe de 

. b' -. b' 

cette abscisse c dans le résultat + — , et l’on obtient . 

fie fie 

pour la tangente trigonométrique de l’angle que le rayon' 
vecteur F' IM fait avec MT. et comme les valeurs abso- 
lues de ces tangentes sont les mêmes , il en résulte que, 
les rayons vecteurs menés au point de contact , forment 
des angles égaux avec la tangente. On démontrerait 
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d’une manière analogue la même propriété pour l’hy- ' 
perbôLc. , _ . 

275 . A l’égard de la parabole , une conséquence de 
l’égalité des triangles FIM , GMi. (Fig. Ç8) , ,e«t que Fig. 68. 
l’angle FMT formé par la tangente avec le rayon vec- 
teur , est égal à l’angle MTF que cette tangente forme 

avec l’axe des abscisses ; car, les angles alternes internes 
MTF et TMG étant égaux , ainsi que les angles TM G 
et TMF qui lé sont par construction , il en résulte que 
MTF = TMF. 

276. On peut aussi démontrer analytiquement celte 
propriété : pour cet effet , menons par le foyer une 
parallèle à TM ; il est visible que l’angle TMF est égal 
à la différence des angles MFX et MTF : donc 

. tang. TMF = tang. (^MFX — MTF ) = 

■ : ' tang. MFX — tang. MTF 

I -f- tang. MFX X tang. MTF. ' . . 

Les expressions analytiques de tang. MTF et tang. MFX 
.sont données par les coefQcicns de x dans l’équation de la 
tangente h la panabole, et dans celle du rayon vecteur FM 
qui passe par les points dont les coordonnées sont respec- 
tivement A P et O, a et /8: par conséquent, art. ^3, 

~ — . Substituant 


tang. MTF =z — J et tang. MFX^- 

- .L. ail . . 3/8 0 

ce.s valeurs, on.a ; , 


| 8 ‘ 


tang. TMF — 


ag, 


2 ^ 


!+■ 


P i + p/‘ 

Mettant pour /S’ sa valeur p a, réduisant et développant, 
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on trouve . ^ ,i 

= 11 ..'- 

® sa^+ip^ ^ 3 e(‘t + ip) , 2^ 

Cette valeur de la tangente trigonoOiétrique de I-angle{ 
TMF étant la même que celle que nous avions ponr la( 
* tangente trigonométriqne de l’angle MJy , il soit de U 
que ces angles sont égaux. 

Des asymptotes de l’hyperbole. 

Les tangentes de l’hyperbole nous présentent une 
' particularité remarquable ; c’est celle des asymptotes. On 
appelle ainsi deux lignes qui ne sOnt tangentes à la courbe 
qu’à son extrémité infinie. On est conduit aux asymptotes 
par les considérations suivantes : 

L’expression ^ ~ de la sous -tangente' PT dé 

OL 

l’hyperbole , art. 2G4 , étant retranchée de l’abscisse 
Fi J. 67 CP=u', (Fig. 67) on obtient, 

te — a" n* 


CT: 


»' + 


Lorsquè l’abstisse a' devient infinie , cette valeur de 
CT se réduit à ‘ ’ ' . ■ , 1 

donc alors la tangente passe par le centre. Pour en dé- 
terminer la position , il faut encore un autre point de 
sa direction : or, la tangente trigonométrique de l’angle 
que la tangente de l’hyperbole' forme avec l’axe des abs- 
ci.sses , e’tant le coefficient de x dans l’équation de la 
tangente , nous avons ,'art. 264,'* ' '' 

è'a' < 

«•«' ■ ■ • - 


Digitized by Google 



BeS ASTMPTOTES DK L’ffYPF.BBOtE. 17* 

pour Texpression tle celle tangente trigonotnélrique. Si 
l’on y met U valeur de /8 tirée de l’éqtiatioti de l’hyper- 
bole rapportée au centre, cette expression devient 


b -, i 



« lorsque «' = 00 se réduit b 

± —fl ^ . 

a „ . . ' 

* 

278. Pour construire la première de ces valeurs, on 
élevera au sommet È la perpendiculaire BL = b (Fig. 70,, ^*8' 

et l’angle BCL aura pour tangente trigonométriqne. 

En efTel , le triangle CBL étant comparé à celui des 
taUes , donne la proportion . ' ■- 


CB ; BL ; J I ; tang. BCL , 
ou O : i il I 1 tang. BCL: 

, i .- » ■ I 1 1 1 i. f ■ .* ’i • . ,* 

donc 

tang;- BCL = 

La seconde valeur se déterminera en élevant en B une 
perpendiculaire BL' ■=. b , et les deux lignes indéfinies 
CL, CL', seront les asymptotes de Fhyperbole. 

, . Des cordes supplémentaires. ; 

i . , > . . J 

27g. Soit A la tangente trigonométrique que fait avec 
■Taxe des x une droite AM qui part du sommet 
l*elHpse (Fig. 81) j on de l’hyperbole (Fig. 83 ) ; l’équa- 
tion de cette droite sera , art. 8g , y — fi=A (x — «)r 


lya Théorie des courbes du second ordre. 

et, en remplaçant les coorclonnéeis a et fi par celles d» 
point A qui sont — a et o , l’équation de la droite AM 
deviendra jr =z A (x à) : de même A' étant la tan— 
Fig. 8 » gente trigonométrique de l’angle MBD (Fig. 82 et 83), 
qu’une droite BM , qui passe p5r le point B fait avec 
l’axe des x, comme les coordonnées de ce point B, sont 
-f- a , et o, l’éijuation de BM, sera y = A' (a: — a) . . , . 
au point M seulement où les droites AM et BM sc ren- 
contrent , X ex y seront les mêmes dans les deux équa- 
tions ' 

/ 

y = A{x^ay, y = A' {x — a).,.. (G'"). 

Le point M étant sur la courLe , il ÿ aura encore 
entre ces coordonnées la relation 


r 




= — ~Zr («* — ar’) ' (♦). 


(H"). 


Les équations (G'") étant multipliées terme à terme, 

donnent 

' y =./> (x* ‘ 

«Jw.w .1» 

éliminant entre cette équation et l’équation (H'") on 
obtient 

d’où l’on tire '1 n ... 

, __ 5’ '>'• r V J 

Cette équation montre que lorsqu’on •- a une 
valeur à l’angle MBD , pour déterinincr aif'', la’tangentc A 
de l’anglo MAD résulte de cette valeur. Cette relation 

. '.g .J.T- ’• 

\ 1 I .j‘. i-'i. ^ ^ '' 

(^) On prend le signe supérieur pourPelUpse, et le signe iuieriéur 
pour rbjperbole. ' • 
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constante entre les angles MAD , MED, formés par les 
cordes AM, BM a fait donner à ces cordes le nom de 
cordes supplémentaires. 

a8o. Si l’on fait b — a, l’équation précédente devient 



En prenant le signe supérieur on a le cas du cercle 
et l’on voit qu’il y a entre les angles MAD , MED 
(Fig. 82), la relation nécessaire, art. 102, pour que Fig. 8a. 
les droites jBM soient perpendiculaires; mais si l’on 
prend le signe inférieur , on a le cas de l’hyperbole 
équilatère, et la relation 



montre que Içs tangentes A et A' appartiennent à des 
angles complémcDs l’un de l’autre, art. 102; donc. (Fig. 83), Fig. 8.^. 
les a^tgles MAD, MED valent ensemble un angle droit. 

h' 

281. L’équation AA' = — nous apprend que l’an- 

gle MAD (Fig. 82), étant aigu, l’angle MED est obtus ; Fig- 8a. 
donc ME A est aussi aigu ; d’où il suit que l’angle AME est 
obtus. On prouverait de même que puisquç l’angle MEA 
(Fig. 8.3), est obtus , l’angle AME doit être aigu. Fig. 83. 

282. On démontre encore que dans l’ellipse le plus grand 
de tous les angles formés par deux cordes supplémentaires 
a son sommet à l’extrémité du petit axe. Pour cet effet, 

les tangentes trigonométriques des angles MAD, MED $2. 
étant A et A', on aura , par la trigonométrie 



tang. M = 


A' — A 
I + AA' 
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. ,Or, les équations _G'") donnent < 


A~ ^ 

_ b 

Va' — X’ 

X a 

a 

X -)- fl 

y _ * — X’ 

ara - ■ 

X — a 

a 

X —a 


Substituant ces valeurs on trouvera 

b 


tang. M = 


1 V/^=':=T<— î 

a \x — a X a/ 


t 


a b \/a’ — x’ 

a‘ — X* — o’ 


.aa: 


2a'b '' 

(fl’ — b‘~) fl* — X* 


Le signe négatif qui précède cette expression indique 
que la tangente est celle d'un angle obtus* or, plus cet 
angle est grand , plus sa tangente est petite ; la plus petite 
expression de cette tangente est quand x=o, ce qui a lieu 
lorsque le point M est à rcxtrémilc du petit ax«. 

283. ,Les cordes supplémentaires offrent un moyen facile 
de mener une tangente à une courbe du second ordre à 
centre : pour cet effet, imaginons que par le point G de 
l’ellipse (Fig. 82), on ait mené une tangente qui forme un 
angle A' avec l’axe des x; si on nomme a' et j8 les. coor- 
données du pointG, comptées du centre, le coefficientdex', 
dans l’équation de la tangente de l’ellipse, art. a64) sera la 
valeur de A'. On aura donc 



X (-«0 = 


fl’iS 


*D’une autre part , soit y — A x l’équation de la 
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ligne CC , on aura pour le point G , 0 = An' . Substi- 
tuant cette valeur de /â dans l’équation précédente , on 

'' .b' 

en tirera AA' — — — ; donc le demi-diamètre CG et la 

tangente en G forment avec l’axe des abscisses des angles qui 
ont entre eux la même relation que celle qui existe entre les 
angles formes par deux cordes supplémentaires. Par consé- 
quent, si par un point donné G, on veut faire passer une 
tangente , on mènera par ce point G et par le centre G, la 
droite CG , on tirera par le sommet A, la parallèle AM à 
CG; cette parallèle fera un angle A avec l’axe des abscisses: 
donc, par la propriété des cordes supplémentaires, l’angle 
MDÜ&ttA égal à A', c’est-à-dire à l’angle formé par la tan- 
gente cherchée avec l’axe des abscisses ; donc il ne s’agira 
plus que de mener par le point G une parallèle GTk BM. 

La même propriété subsistant dans l’hyperbole , si 
l’on veut ( Fig.' 83 ) déterminer la position d’une tan- Fig 
génie au point G, on mènera par ce point de tangence 
et par le centre une droite CG, et par le sommet A on 
tirera la parallèle yfili à CG; et tirant ensuite la ligne MB, 
là parallèle GT sera la tangente cherchée. 

De la quadrature 'des courbes du second 
ordre. ' ^ 

a 84. On a vu, art. 212 , que si le grand axe de 
l’ellipse est pris pour diamètre d’un cercle , et qu’on 
nomme y' et y" deux ordonnées appartenant à la même 
abscisse l’une dans l’ellipse et l’autre dans le cercle, on a 



(.ctte relation entre les coordonnées de» deux courbes 
peut servir à faire trouver la surface de l’ellipse ; pour 


176 TnéoRIE DES COURBESiDU SECOND ORDRE, 
cet effet , partageons l’axe des abscisses en parties égales 
AP, PP', Pf, etc. , et nommons n l’une de ces parties 
Fig. 84. ( Fig. 84.) ; par les points de division P, P, PH, etc., 
éle^iis des perpendiculaires , et par les points où ces 
perpendiculaires rencontrent les deux courbes 1, menons 
des lignes droites qui formeront deux polygones inscrits , 
l’un à l’ellipse et l’autre au cercle. 

Soient PM =y, PM' z=y' \ P! MH etc., nous 

aurons , d’après l’article cité , 

NP= — y A'F= — y' WP" =—y», etc. 
a 'a a ~ ' 

Kt comme par hypothèse PP = PP^, etc. = 

on trouvera facilement que le trapèze PP'N^' , a pour 
expression , 

\{PN^PN')PP=i(-y^ n, 

\ a a J a 

et comme d’une autre part le trapèze PPM^J', a pour 
expression , 

i (PM, + PM') PP = Hr -+f) 

le rapport des deux surfaces sera donc exprimé par — . 

' On prouverait de même que tout autre trapèze inscrit 
dans l’ellipse est à son trapèze corre.spondant inscrit dans 
le cercle , dans le même rapport , qui sera aussi celui des 
triangles APNclAPM, et des triangles PP" A*"' et BP"M"'. 

Donc, puisque dans une suite de rapports égaux la somme 
des antccédens est à relie des conséqnens, comme un anté- 
cédent est à son conséquent, on aura la somme des trapèzes 
inscrits dans l’ellipse, et des triangles APN et BP" A'", est 
à celle des trapèzes inscrits dans le cercle, et des triangles 
APMet BP"M"', dans le rapport de è à <i: celte propriété 
étant indépendante dn nombre des cotés de ces polygones, 
appartiendra aussi à l’ellipse et au cercle qui sont les 
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limites des surfaces de ces polygones, donc 

b 

Surface de TelUpte = — . Surface du cercle. 

1 ; » étant le rapport du diamètre à Ijf circonférence , 
la surface du cercle qui a a pour rayon est va’’-, subs- 
tituait cette valeur, la surface de l’cUipse sera expriine’e 

b ' ' . 

par — gra' = «no. 
a 

285. Soit m une moyenne proportionnelle entre a tlb\ 
le cercle décrit avec m pour rayon sera égal à l’ellipse , 
car ce cercle a pour surface s m', êt comme = ab , 
on a ir m’ =: » ab. 

m 

286. On prouverait , pifr le même procédé , que 1 ^ 
surface de l’hyperbole est égale à celle de l’hyperbole 

équilatère multipliée par le rapport du petit axe au 

grand axe. ' 

hSy. Je vais chercher maintenantla surface de la parabole. 
Je suppose qu’on ait circonscrit à la parabole un polygone 
irrégulier, mais dont les côtés soient partagés chacun en 
deux parties égales aux points de tangence ; ce qu’il est 
toujours possible d’exécuter en opérant de la manière sui- 
vante. I 

Par un point T (Fig. 8.S) de l’axe des abscis.^, on 
mènera à la courbe une tangente qu’on prolongera 

jusqu’en S , en prenant M^IS= TM"; par le point S on 
mènera à la courbe une seconde tangente SM', qu’on 
prolongera jusqu’en R, en prenant M'R=SM', et ainsi 
de suite. 

Cola posé, formons le rectangle ABQF, menons ensuite 
, les parallèles ÜL , CN à l’axe des abscisses , et.faisons 

AP=a, AF=»', PQ—P', AP"=a", P"R=^'; 

■si nous prolongeont le côté QR jusqu’en T, MT sera 
• 12 


A 


V ■ 
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une tangente à la courbe , et d’après la valeur de la sous~ 
tangente, art. 263 , on aura A'P-AP^a.-, par con- 
séquent , la tangente MV étant considérée comme une 
droite qui passe par le point M qui a pour coor- 
données « , ^ , et par le point T qui a pour coordon- 
nées — « , O , l’équation de MP sera 


jr — fi= — (* — «) , 



les points R et Q étant sur cette droite , on aura 

y , J»— /8= — (*«—«), 

2 a 2a ' 

I 

d’où l’on tire • ^ 

I ( 2 /— a) = 2a (y'— ( 3 ) , ,3 (a — a:") = 2a — jr") 

ou A/P. PF = 2 AP. QN , A/P. PP» = 2 AP. MK , 
ajoutant ces équations , ori obtient 

MP {PF + PP») = 2jP {QN+MK) ' 
ou ' MP.FF = 2 AP.QL, , 

ou ce qui revient au même, 

reetangle NP» — 2 rectangles BK ... ,{l'"). 

Or le%ùté RQ étant partagé en deux parties égales an" 
point A/, les triangles rectangles GMR , QMN sont 
égaux ; donc , si du rectangle NP» on retranche le 
premier de ces triangles et qu’on y ajoute l’autre, on 
aura ' 

t 

rectangle NP'»^^ trapèze F'FRQ. . . . (J'") , 

de même les triangles RM K, QMI étant égaux, si l’on 
retranche RMK du rectangle RK et qii’on y ajoute QMI y 
on aura 


rectangle B K = trapèze BDRQ. . . . (K"'), 

/ . 




« 
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au moyen des équations (J'") et (JC'") , , l’équation (!'") 
devient * , 

irapize P"P'R‘Q = 2. trapèzes BDRQ J • 

donc le côté RQ du polygone partage le rectangle BL 
en deux parties qui sont dans le rapport .de- n à i. 

Cette démonstration pouvant s’appliquer à tous les côtés 
du polygone ; il en résulte que le contour polygonal 
TSRQ partage la surface ABQP' dans le même rapport. 

Cette propriété étant indépendante du nombre de côtés' 
du polygone , appartient aussi à la parabole qui est la 
limite _du contour polygonal ; par conséquent l’arc de pa- 
rabole AMZ partage le rectangle AVZP en deux parties, 
qui sont entre elles dans le rapport de a à i , on a donc 
sutj^ace AMZP' = 2 surjaees AMZV , 
donc surface AMZ j rectangle AVZP ' , 
et par conséquent 

surjace AMZP = | rectangle A VZP=z^ AP x P Z, 

De la transj or malion des coordonnées en 
général. 

• a88. '^ous avons jusqu’à présent déterminé chaque 
point«üf de la courbe (Fig. 71) par le concours de deux Fig. 71. 
coordonnées AP et PM^ relatives à des- axes rectangu- 
laires A\ et AY : mais la position de M serait égale- 
ment déterminée, si, ayant pris deux nouveaux axes AX' y 
AY'y formant avec l’axe primitif' des angles arbi- 
traires X'AX, Y'AX, on connaissait les coordonnée de 
ce point (*) ^Q = x' et . ’ • > 

' a»* 

' I I J ■ ■ ■ I I ■ I rnma ■ i — 

(*) Les ordonnées QM sont oUiques dans la figure , parce qu’ellea 
dois’cm être parallèles à Taxe Ai" des ordonnées , qui fait un angls 
aigu avto AX. ' 
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x' et y' sont Joi^ des fonctions des angles X'AX , 
Y'AX, et des coordonnées x , _y ; réciproquentent, x et 
y soiTt des fonctions de x', y', et de ces angles. 

289. Cherchon» la relation qui existe entre ces quan- 
tités. Pour cet effet, menons les parallèles ÇiV, QL, aux 
axes primitifs AX, AY -, et soient l’angle X'AX = p, 
et l’angle Y'AX , ou MQN ~<j‘. on a évidemment 

x = AP=ALJrQ^\ 
y = PM—QL-^MN, 

et , d’après la note de l’art. 17(0 , 

AL=x'cosp, QL=x'f,inp, QNz=ry'cos g, MN=y'sing. 
Substituant ces valeurs, on trouve . < 


x~x' cos P -j-y' cos g,) 
k' sin g,) 


(L'"). Formules pour 


_y=x' sm p sin ^ 

passer d'un système de coordonnées rectangulaires x,y à un 
système de coordonnées obligues l’origine étant la 

même. . 

290. Je dis que l’origine est la même, car en faisant 

x' = O et_j'' := O, on trouve x et^ nuis. < 

291. Si les nouvelles coordonnées sont aussi rectan— 
Tig. 86. gnlaires ( Fig. 86 ) , l’angle MQX' = g — p sera droit ; 

on aura donc , en appelant ■x la circonférence, 

9 — P = i^s 

et , par conséquent , 

sin ^ = sin ( j « p ) = sin 5 » cos p -j- sin p cos j » , 
COSÿ=COS (î»-4-p) = cos i w COS p — sin ; ir sin p ; 

\ 

et comme sin j » = 1 , et cos i *■= o, les valeurs de sin g 
et de cos g se réduisent à 

sin g — cps p , -• 

cosy= — sinp. ^ , 

Substituant ces valeurs dans les formules (L'") ; on obtient 
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i8i 

x = x' cos P — y' sin p,\ r, , 

r Formules pour 

^ sin ;> +y cos p,) 

passer d’un système de coordonnées rectangulaires x,y à un 
système de coordonnées rectangulaires x'yy' , l'origine étant 
la même. 

292. On peut reconnaître dans ces formules celles que 
nous avons désignées par O', art. 176; elles ont été trou- 
vées en supposant (Fig. 54 ) que l’jxe CX' des nouvelles Fig. 54. 
abscisses x est au-dessus de l'axe CX des anciennes abs- 
cisses x'. Si au contraire on veut avoir les formules qui 

ont lieu lorsque le nouvel axe des abscisses est au-dessous 
de CX, il faut regarder x et ^ comme les nouvelles 
abscisses, et x el' y'‘ comme les anciennes. Ainsjj||| s'agit 
d’avoir x'cly' en fonction de x et dey; et pour cet effet, 
multipliant la première équation par ros p et la seconde 
par sin p, les ajoutant et obsen'ànt que ^os’p-}-sin'p=ri, 
en trouve 

• X cos P ~j~y sin p= x'. ' ' 

Multipliant ensuite la première par sin p, et la seconde 
par casp, et retranchant la première de la seconde , on 
obtient ^ ' 

y cas p ~ X sm p ■=y'.’ 

Ces deux formules (*) peuvent donc aussi être employées 
pour passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre 
système d’axes rectangulaires. 

293. Si l’on vo^^t que les origines des deux systèmes 
fussent différentes , soit A ( Fig, 71* ), l’origine d’où part Fig 71*. 


(*) Ou peut démoutrer ces formules directement de U sorte , 
on a ( Fig. 87 ) , ' ' Fig. 87. 

. ' .ilP' — AN PL = X cos A + y sin M , 

P' AI = LM — PU ■= y cas M — x sin A , 

M — A ■=. p, SulMtituhnt , on trouve les formules de l’art. 293. 


1 


iSa TiiÉoniE ües counBES dü second ordiik. 

l’axe primitif AX., et soit /4' la nouvelle origine dont le* 
^ coordonnées sont AD = a , DA' = A : il est certain que 
Fig.71*. pour un point Af de la courb? , on a (Fig. 71*) | 

x_=AP=AD + A'L + QN, ’ " ' 
y=i PM= A D + Çi + MN. 

Substituant à ces lignes leurs valeurs , qu’on détermine 
comme dans l’art. 28g, on trouve 

x=:a M x' cos p -4- r' cos 0) . , . 

, . , J ■ > .... (N'") ,yorTO«/« 

y=b-\‘x'smp -4-^ siii y J \ j j 

pour passer <f un système de coordonnées rectangulaires x, y 
à un ^stime de coordonnées obliques x\ y , l’origine étant 
diJféretjilÊ. 

2g4.^6n modifiant ces formules comme dans l’art, agi , 
lorsqu’on veut que les nouvelles coordonnées soient rectan- 
gulaires , elles deviennent 

% ■ 

*=^« + *'cosp — y sin ni N r , 

, . , . , ' > ( O'" ) , Jormules 

y = b x^ sin p -\-y' cos pj '■ 

pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires à 

un autre système de coordonnées rectangulaires , l’origine 

étant différente. 

agS. On peut donner encore plus de généralité à ces 
formules, en supposant que non-seulement les nouveaux 
• axes fassent entre eux un angle arbitraire , mais qu’il en 
Fi", 7». soit de même des anciens axes. Pour cet effet (Fig. 72), 
nommons _ 

X e\. y les anciennes coordonnées AP^WM du point'Af, 
x' e\y' les nouv. coordonnées yf'Ç, QM du même point, 
a et A les coordonnées AD, A'D <Ie la nouvelle origine A', 
P l’angle QA'X" des nouv. abscisses avec les anc. absc. , 
q l’angle MQX des nouv. ordonn. avec les anc. abscisses , 
m l’angle A'QL des nouv. abscisses avec les anc. ordon. , 
n l’angle QMN des nouv. ordon. avec les anc. 'ordon. , * 

r l’angle XAY foimé ÿar les anciennes coordonnées, ij 
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est évident que 

AP = a A'L QN , 

PM= J + ÇL 4- MN. 

Les quatre valeurs des lignes A'L, ÇL , ÇiV, MN , se 
trouvent immédiatement par le théorème de la trigonomé.» 
trie , qui nous apprend que les sinus des angles d'un 
triangle sont proportionnels aux côtés qui leur sont oppo- 
sés, et en observant que l’angle QLA' a le même sinus que 
QLX" r= r , nous avons donc ^ 

sin A'LQ’.sva A'QL’.lA'Q’.A'L, ou sin r\ &v(un‘.\:^,A'L\ 
sin .(4'XÇ;sin QA'L’.’.A'Q'.QL , ou sin r'. m pi’.x' '.QL 
, tin MNQ’.ûn QMN’.l QMIQN , ou sin r’, tvn n‘,‘. y '.QN, 
imMNQ'.sin MQN‘.:QM:MN , ou sin r: sin qy.y.MN 
on tire de ces proportions - 


sin g 


, , sinm sin » smn 

A'L=x'~. — ,QL=x' -r-^y QN-f - 

sin r siii r sin r sin r 

Substituant ces valeurs dans celles de x* et de y y nous 
aurons 


, smm , sin n 

x=a-j-x' \~y' — , 

sin r sin r 

■ J. 1 , r , V 7 

y = 0 y x' -7—^ 4- y — - , 

•' sin r sin r 


(P"0. 


Et parce que dans le triangle A'^QL la somme des angles 
P et m vaut l’angle extérieur QLX" = r» *1*^* dans le 
triangle MQN on a ^ + n = MNI=r, on pourra subs- 
tituer à m et à R les valeurs r — p et r — q, et les formules 
précédentes deviendront ' 


a=s a -f- x' 
yxz b-i-x' 


sin(r — p') 

+y 

sin(r— v)i 

sin r 

> CQ"0», 

sin p 

+y 

sin q j 

sm r 

sift r 1 ' 
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formules pour passer d'un système de coordonnées obliques à 
un autre système de coofdonnies obliques , l’origine étant 
• dijférente (*). • 

2^8. Enfin si li’s ancirnnes coordonnées étaient obliques, 
et qu’on voulût passer à des coordonnées rectangulaires , 
Fig.ji.* on regarderait Icsaxes y 4 'A', A'Y'desx' et des_y'(Fig. 71*) 
comme Tes axes des anciennes coordonnées. Alors les axes 
AK et AY seraient ceux des lionvelles , et il ne s’agirait 
que de déterminer , au moyeu des équations (N'") , tes 
valeurs de et de y' en fonction de x de y. Pour cet 
effet dn éliminerait entre ces équations, en multipliant 
la première parsin^et la seconde par cos q\ retran- 
chant le second résultat du premier et divisant par le , 


(*) CeM par un procédé acmblablc qu’on peut donner plu* de géné- 
ralité à l'équation de U ligue droite , en tuppoaant que (ea coordon- 
Fig. 88. soient oblique». Pour cet elfct , mit (Fig. 88) a l’angle Ml '/ que 
cette droite CM iàit avec l’axe de* x , et g l’angle I V/ A' que forment 
entre eux les deux axes des x et de* F, «t ^ 1* ligne AC, on a évi- 
demment 

. PM=MÊSJrIP 
OU PM = MI -t- b. 

Or , si l'on mène par le point P une parallèle P K à CM , l’angle 
KPX = MCI = « , et MPK = /! — . = CMP : oela po^ , en a 
dans le triangle CMI , la proportion 


d’où l’on tire 


CI : IM : : ain CMP : sin MCI — ain a, 
ou * __ i : : sin (/! — a) : ain a , 


y = ^ — 


tin (g — a) 


b. 


Si i e*t droit , g — « e*l complément de a'j donc l’équation devient 
ain « 

y = x+i, ou 7- = tang • X * + A, 

cosa 
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multiplicatenr ' de x' , on obtiendrait ^ valeur de cette 
variable; multipliant ensuite la seconde des équations 
(N'"^ par cos pet la première par sin p et retranchant le 
second résultat du premier, on obtiendrait de même la 
valeur de y'. 

Vqiei ces deux valeurs 

^ (« — a) sin 9 — (y— i) cos y 

• “■ . sin(ç — p) 

(jr — 3 ) cos P — ( X — a) sin P 
^ ~ sin C? — p) ~ • 

formules pour pa^r d'un système de coordonnées obliques 
y à un système de coordonnées r^tangulaires x iy , 
l'origine étant différente. 

agç). Enfin si l’on voulait que l’origine fdt la même, on-, 
ferait dans ces formules o = o et A = o , et l’on aurait 




àc sin q — y cos q \ 

sin (?— p) 

ycosp — ÆTsîn ^ /**' 
sin {q—p) _ ’ ) 


ÇS"') , formules pour pas- 


ser^d'un système de coordonnées obliques x',y' à un système 
de coordonnées rectangulaires x,y, l’origine étant la même. 


De la transformation des coordonnées de 


l’ellipse. 


\ 


3oo. L’équation de l’ellipse que nous avons obtenue 
en supposant les coordonnées rectangulaires, peut se 
transformer en une équation dont les coordonnées forment 
entre elles un angle arbitraire. Pour cet effet, nous subs- 
tituerons dans l’équation ’i* X* -{• les valeurs 


l86 TRioniE DES COURBES DÜ>SBC 09 D ORDRE, 
de X et de doAées par les fsnnules (L'") , et nous 


trouverons 


i«cos’/>ia:'‘-f-aJ*cos;»cos^ *'_y'+i*cos *9 
.j-<i*sin’/»| -f-aa’sin^sinj 




Les angles p q étant arbitraires , il est permis de les 
déterminer par deux conditions. 

.3oi. Si l’on dispose de la première de ces conditions , 
en faisant évanouir l’un des trois termes qui composent 
le premier membre , et qu’on égale à zéro le coeflicient de 
, on aura l’équatioil^ ^ 

' h' <os* P a' sin’ p~ o. 

Mettant pour cos*/t sa valeur i — sin* /t, on trouvera 

6 ' 


sm* P : 


a* • — 6* 


O’ étant plus grand que J’ , cette v.i]eur de sin’ p est 
nécessairement négative : donc celle de sin p es\ ima- 
ginaire, et il devient impossible de déterminer l’angle p en 
égalant le coelTicieiit de x" à zéro (*). On prouverait de 
même qu’on ne peut déterminer ç en égalanVà zéro le 
coefficient de , 

3o 2. Il ne nous reste donc plus que la fïcullé de faire 

évanouir le ternje en x’j'':en égalant à zéro le coeflicient 

de ce terme, nous aurons 

’ /■ 

cos p cos y -f- a’ sin psmq — o (O'"). 

Divisant par cos p cos a , et observant que '^^^^=tang. », 

. cos p , 


(*) On petit d'ailleurs remarquer que Ia somme de deux carres i 
peut être nuUe< 
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et que 


^ = tang. 7 , l’équation précédente donne 


tang. q : 


a* tang. p 


(V«0; 


et celle de la courbe devient dans cette même hypo- 
thèse , , 

(J’cos*^-l-a’sin'’^)a:'“+(i’cos’y-{-a’sin’ 9 ^_y'’=a’i’...(W'''). 

Çette équation (W'") déterminera l’ordonnée y en 
fonction de l’abscisse x', lorsqu’on y aura substitué les 
valeurs des sinus et cosinus des angles'/t et q. 

3o3. Or, ces angles n’étant assujettis qu’i la condition 
exprimée par l’équation (V*”) , on pourra donc lAener un 
des axes dans la direction de CB' ( Fig. y3) sons un angle Fig. 
quelconque p, tt l’autre axe qui doit former un apgle 7 , 
sera déterminé de position au moyen de l’équation (V'") 
et prendra la direction de CD'. 

3o4- La seule forme de^ette équation (V'") suffit pour 
^j^ontrer que le nouvel axe des abscisses partage la 
courbe en deux parties égales ; car cette équation étant 
ré.solue par rapport à j-' , donnera toujours deux valeurs 
égales et de signes contraires pour^ : donc', en portant 
les ordonnées parallèlement à la droite D' E' qui fait un 
angle q avec la direction de l’axe primitif des abscisses , 
il en résultera que la courbe sera partagée en deux 
parties symétriques Ü'BE' , D' AE' , par le nouvel ax» 
des abscisses. ' . 

Le nouvel axe des absci.sses est donc un diamètre. 

3o5. 11 en est de même de toute corde qui passe par le 
centre, puisque l’angle p est arbitraire : par conséquent , 
le nouvel axe des ordonnées est aussi un diamètre. L’un 
des nouveaux axes, considéré par rapporta l’autre, en est 
le diamètre conjugué: cc nom lui Ü été donné à cause 


* 


i 

i 88 TnéoRtE des cqurbes du second ordre. 
de cette liaison qui existe entre ces axes; liaison qui est 
telle que, l’un étant donné de position, celle de l’autre, 
art. 3o3, est déterminée au moyen de l’équation CW'"). 

306. Un diamètre considéré sous le rapport de l’étendue, * 
est la partie de sa direction comprise dans la courbe. 

307 . Tous les diamètres de l'ellipse sont partagés en 
deux parties égales par le centre ; car les abscisses des 
points où y est nul , sont égalas et de signes contraires. 

308. L’équation (W'") peut s’exprimer en fonction des 
diamètres conjugués. Pour cet effet, divisons-la pan a* b' : 
elle 'devient 


, ù’cos* 7 -J- o’sin* 7 

:;rÂ; = 


fl* 


on plutôt 


fl’ b' 


-4- 


fl’Ù’ 


(X'"); 


i’cos’p-f-fl’sin’p ù’cos’ç-^-fl’sin* 7 


et en observant que le second membre de cette équa- 
tion étant de dimension nulle , il en doit être de même 
du premier, ce qui exige que les diviseurs de x’' et dey'* 
soient de deux dimensions , nous pourrons supposer 


fl’Ù’ 


Ô* COS’p -j- 
fl* b 


(Y'") , 


ô’ cos’ y -f- fl' siii’ y 
et l’équation (X"') deviendra 


7--r-=*'* C^'")* 

* eut* n 
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•U , en chassant les dénominateurs , 

i'* *'* a'*y • = a'* 3 " (A”). 

f 

809. Les constantes h' et a' <pii entrent dans cette équa- 
tion , ne sont autre chose que les demi-diamètres conju- 
gués; car en fai'v%nt,ar'= o et y' -=.0^ on trouve 

ar' = d: a' = ±1 Cfi', =± J' =rfcCD'. • 

. *v 

3 10. L’équation (A''’) étant de même forme que l’équa- 
tion de l’ellipse rapportée au centre , on démontre- 

■ rait, comme dans l'art, a; 3 , que les carrés des ordonnées 
• "menées sur l’un des diamètres parallèlement à son diamètre 
conjugué , sont entre eux comme les produits des distancés 
du pied de chacjue ordonnée aûx points où le diamètre ren-^ 
contre la courbe. 

3 11. II est à obser\er que les coordonnées ne sont pas 
entre elles à angle droit: caries diamètres jouiraient de la 
propriété , qui n’appartient qu’au grand et au petit axe (*), 
de partager toutes les cordes qui leur seraient perpendicu- 
laires , en deux parties égales. 

,.3i 2. Si l’un des diamètres conjugués forme un angle 
' aigu avec l’axe des abscisses, l’autre *sera nécessairement 


(*) pour le démontrer îi priori ^ si dans l’expression trigonométrique 
de la tangente de l’angle q — p forme par 'deux diamètres conjugués, 
on met la valeur de tang. q donnée par l’équation (V'"}, on trouvera 

• ■ • ■ i . / ’ é’ 

Ung. (q — p) =7 ( a*tang.pH 

6’ — a' \ tang, p 

Pour que cette expression soit celle d’un aiq^e droit , U &nt qu’elle 
devienne iiilioie , ce qui ne peut tuv que lorsqu’on a 

/I = et) , en p — a , 
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, „ , . h' 

obtus : car ! équation taiiff. q nous mon- 

^ ^ , a'tang.^ 

tre que , si la tangente de l'angle p est positive , celle de 

l’angle q sera négative, eltpar conséquent appartiendra <1 

un angle obtus. 

3i3. Il >st facile de prouver que chaque diamètre est 
parallèle à la tangente mençe au point où son diamètre 
* conjugué rencontre la courbe; car , la valeur de y donnée 
q>ar l’équation {K" ) devenant d’autant plus petite que 
celle de x' augmente , il suit de là que les -deux valeurs 
égales et de signes contraires de diminueront conti- 
nuellement à mesure que l’ordonnée s’éloignera du centre^ 
jusqu’à ce que x'—d t alors les deux valeurs dey s’anéan- 
tiront en même tems , en se' confondant avec la tangente 
menée au point B' ou au point A'. 

On peut se proposer divers problèmes sur les diamètres 
conjugués, qui seront facilement résolus au moyen de deux 
théorèmes qu’il nous reste à exposer. ' , \ 

3i4~ Le premier de ces théorèmes est que, dans l’ellipse , 
le parallélogramme construit sur deux diamètres conju- 
gués est égal au rectangle jormé par le grand et le petit 
axe. * • 

rtur le démontrer , si l’on multiplie l’équation (Z'") par 
l’équation (Y'") , on trouvera 

«4 ■ 

^cos*ycos’^-|-û'‘^'siu*ycos‘p-l-o‘6'sin '^cos’y-)-‘*‘sin'^»iii’y. 

Ajoutant dans le dénominateur, la quantité 

aa'i’sin^inycospcosyC*') — a.a'b''!in\pù\iqcospcosq , 


{*) l.’eipression s» a» »in pànqootpiMtq, est le double de U 
racine du produit des termes extrêmes de ce dénominateur. 

J ~ ) 


c . 
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on pourra partager ce dénominateur en deux carrés , et 
l’équation pi'éeédente deviendra 

a' 'b' ‘= •: : 

(é’cosycos/i-f-<i*sin^sin;»)*-}*(‘*winycos^ — aSsmpcosq)^. 

Observant que b‘ cos ç cos ^ a* sin q sirt p—o , parce 
que cette expression est celle du cocfTicient de x'y , 
art. 3 o 2, qui est nu| par hypothèse , l’équation précédente 
te réduit b ' 

■ aibi 


a'‘b'‘ = 


oa plutôt à 


^ (oô sin f cos^— sin^ cos y)* ’ 




|_flÔ (sinfcos^ — sin y» cos y) J* 

Et comme je carré d’un produit composé de deux facteurs, 
est égal au produit des carrés de ces-facteurs, cette équation 
pourra s’écrire de la manière suivante : 

o4 *4 


= 


a’ b‘ ( sin ç cos p — sin p cos q )* ' 

3^* 


(stn q cos p — sin p cos y)’ 

Le dçitominateur du second membre étant le carré de 
la valeur donnée parla trigonométrie de sin (ÿ — p) , on 


. enfin 




a' i' 


‘sin’ Cf— p)’ 


et , en tirant la racine , 


a'b' = -r- 


ab 


sm.(q—p) 
faisant évanouir le dénominateur , 

a' b' sin (y — y>) = ab. 




* 


igz Th/ohie des cornBEs dd second ordre. 

Le premier membre çle celte équation représente la sur- 
Fig. jS.facc (lu parallélogramme ZI' CB'fr (Fig. y. 5 ), (^rsoitZZ'/Z 
la hauteur de ce parallélogramme : il e.st évident , d'après 
la note de l’art. 176 , que 

iyH=D>C X smD'CH, 
ou D'H —b' sin g — p). 

Multipliant la base CB' par cette hauteur, on a 

surface D'CB'G — CB' x D'H = a' b' sin (9 — p) ; 

et comme ab représente évidemment le rec^ngle construit 
sur les deux demi-axes a et b , le parallélogramme cons- 
truit sur les deux demi-diamètres , est donc égal au rec- 
tangle formé par les deux demi-axe« a et b. Et ennbservant 
que, si le parallélogramme et le rectangle ont des côtés 
doubles , les deux surfaces quadrupleront en même teins , 
on pourra conclure la proposition que nous avons énon- 
cée (*). 


(*) On 'peut ehcore démontrer ce Oiéoiéme de la manière suivante : 
Fig. 73 » soient CB' et CIX (Fig.*73), les^enii-diamètres conjugués a' et i'et 
^ et <7 les angles B’CB , l/CB , et repiésentons par e et jt et par «' 
et d les coordonnées des points B" et IX. Comme le point D' est 
délemiiné lorsque B' est donné , il et» résulte qu’il y a entre a , t 
et a' , jl' , une relation qu'il s’agit de trouver. ■ 

Pour cet elTet, le triangle rectangle 17 KC nous donne 

«'• -+-«'» = i’’. ' 

Substituant dans cette équation la valeur de i’’ donnée par l’équation Z " 
et celle de /8'* , qu’on trouve en làisant x — a et y = #' dans l’équa- 
tion de la droite CD' qui est 


on obtiendra 

•- «'• -t- tangs q =: 


y = x tang. q. 


4» cos’ q •¥ sin’ q 







. ♦ 
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3i5. Le second théorème que nous allons démontrer 
sur les diamètres conjugués , est que , dans l’ellipse , 
la somme dts carrés des diamètres conjugués , est 
égale à la somme des carrés du grand et du petit axe. 

Pour cet effet , la valeur de a* S’ tirée de l’équa- 
tion (B'^) étant substituée successivement dans les for— 


chassant le dénominateur , il viendra 

i’o;'*(cos’ 7 - 4 -Ung ’9 cos» q) + a»a»sin» q (i + tang’ = a»6», 
et observant qu'on a 

I 

cos f .tang q = ànq, sin» q +cos» q = t, et 1 + Ung'q = 

cos‘ q ' 

celle équation se réduit à 
sin» q 


i» « » + < 


cos» q 


= a‘ b' y on t» «'» + a» »'» tang» q = a’ b' 


d'oîi l’on tire 


n» i» 


t. 


é» + a» tang» q 

Or , si dans l’cqualion (V"') on met pour tang p sa valeur — on am a 

I »> i 


tang» q = 


a* tang» P ai |S» 


Substituant cetw valeur de tang» q dans l’expression de «'», et olwei vant 
que le point a , fl étant sur la courbe , on a 

a» fl» + 6» «» = «» i». ' 


On trouve 

a» 6» a» ai fl» / 

• — a» 6» O» a\fi' + i»a» 

ai fl» a» fl» 



Pour déterminer la valeur de fl' , nous changerons ^ et r < n i' et en &' 
dans l’équation de la droite CO', et nous aurons S' = a.' tang q ; élevaut F'g 

j3 


N. 


IÇ)4 ThAobie des coubbes du second ordre. 
mules (Z"'), 0^"')) nous aurons 

a'’i'’sin’(ç — p) . o'* i'* sin’ ( o — p') 

Lï-Jl'' — 6'», et — 

b‘ tos' siii* q o‘ cos'-' p a' siu' p 

Faisant disparaître les dëaomiaateurs , et supprimant 


cette expression au carré et v nieUam la s aleur de tang* q , <pie 
nous venons de trous er , nous aurons 


i> a’ 


remplaçant k'* et jC* par leurs expressions en fonction de «, et rédui- 
sant , nous trouverona 



Il résulte de ce (jui précède i^ue 

/ * 

* = V ï i> — — “• 

■ O 


Fig. 73. Cela i)oaé , il est évidenf que le triangle IX CB' ( Fig. 73. ) est la moitié 
tlii parallélogranjnie coitstruit sur Tes dt’mi-tliaiiiètreS^GOiiîugués. Ia 
surface de ce triangle est déterminée par la formule de l'ait. Ht), en 
V faisant a' négatif, et d’ailleurs elle )Mut l’Otre directement en 
oliscrvant que l'on a 

triangle D CH ^trapèze fXKlB ' — triangle TX CK — triangle li'CI, 


ou triangle IX CB'=z 


t»-K' 

2 


( b'+ «) — 



s' 

— ^ » 


tt en mettant Us \>aUurs de a ^ île fi' et on trouve 


dose 


triangle U CB' ^ 


a b 


9 


parallêlos*ramme Ol/ CB' zzab * 


et en mullipliant cette équation p.'ii- 4 , U; premier membre devient le 
paraMélo^rnnime formé avec les diamètres conp^tiés, et le second 
Hhjtnbre devient le recumgle coostruil sur les deux axes principaux. 
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T*A««#'0*MAT. D«S Cé6*ï). Dfi t’EtUKE. 19S 
fe factèur Cotnmiin dans chacune de ces cquaticNas, «û 
trouvera ‘ 

a'* sin' (y — p) :=z b' cos’ ÿ + o’ sin’ y , ^ 

i*’ sin’ (y — />) = i’ cos’ ^ -f- a' sin’ 

Ajoutant ces équations , on aura ; , 

(a'’+4'’)sin’(y— y7)=à’(sin’/7 + sin’y)+i’(cos*^-f-cos’y)...(C”). 

Le second memhre de cette équation peut se mettre sous 
U for^e du premier. Pourif:çt effet , prenons une eiq>res- 
sion en a et en b 4e 4 forme de ce premier membre ; 
cette e.xpression + é’ ) sjn’ (y— />) étant égalée à elle- 

même , en (partie développée , nous donne 

' (a’4-6’; sin’]y--/7''= (sinycos/J — sin pco&qp , 
ou , en achevant de développer le second membre , 

^ (a’ + (y-^^) 

asr«* sin* y cos’/»r— ia’ 4n p sth y cos ^ cos y + a’ sin’ p cos’ y 
-|-i’ sin’ y cos'p — aô’ sin sin y cosyp |Cosy-f"^“ sin’^cos’y, 
Suhstithâhï (*) dbns les termes extrêmes de la première 
ligne du second njembre , les valeurs de cos’ p et de 
cos’ y , et dans les termes extrêmes de la seconde ligne ^ ' 

les valeurs de sin’ p et de sin’ y, qu’on tirera des équations 
I = sin’ p -j- cos’ /> et I = sin’ y -4- cos’ y données par la 
tri g a n o m élrie^ xlous aurons 

•> »>i, , 0 wjü* ( y — p) 

=ra’sin’ y -id*sm*ÿsiti’p -aa’sinpsinycosjacory^-ir'sin ’p— a'sîft ’psin’y 

-J-è’cos’p-ô’cos’pcos’y-a^Vmpsinycospcosy-f-i’cos’y-i’cos’ycos’p 

(^) 5 e .(Uiigé , daos cette subfttlluiiun , par le but que je me p^’O- 
pose de ramener le développemeni de , 

à la forme du second membre de Téquai on Or cette équa* 

tlon (C’v) me montre que a* est multiplié pai aUs atnuS) et par 
des cosinus. i , 


f 


196 Théorie des courbes nu second ordre. 

Fig- 75. Mettant dans le ternie — 2a' s\np sinç cospcos 9, la valeur 
de a-, et dans le terme — 2 sin /; sin 9 cos ;> cos 9 , 
celle (le b\ qu’on tirera de l’équation (U'"), et réduisant , 
on obllemlra 

( û’sin’ 9-^-0’ sin’ P 
. ( n’ -4- i* ) sin’ ( 9 p) — ^^jicos’/>-f-i’cos’9- 

OU 

(fl’+i’) sin’ f9— ;?)— o’:sin’p 4 -sin’ 9 )+ 4 ’(cos’p+cos’ 9 ). 

Substituant la valeur do second membre dans l’equation 
(C‘^; ,* et divisant ensuite par sin' (9 — p) , Dn aura 

o'’ 4 - é" = a’ 4- i’ (»■’). 

et multipliant par 4 les deux membres , cette équation 
deviendra 

4 a" 4 - 4 A'’= 4 o''- 44 i’ , ^ou,fao')’+>i')’=(a®;’+(*^)’ (*)• 
3 i(i. On peut résoudre divers problèmes relatifs an* 

■ diamètres' conjugués de l’ellipse. ’ ' 

. Par exemple, si l’on se propose de trausrec deux dia- 
, mètres .conjugués égaux dans l’ellipse , l’équation (D‘’), 
en faisant b' = a', donnera 


2û'* = a’ -f 




Fie .3 (*) Il est fscile de démontrer ce tbéorétne «u nioven de. expre«ion. 

' des cooMonoées de, points ff et //dont nous »'on, fait us|^e dan, 
la note de l'art. 3 i 4 , car les triangles rectanole.'/t 6 /, ffcK , nous 

duiiuent , . 4-, _ A's 

as + (8«=a’, O- 

Ajoutant cei équaüon,, etraetumlc.valeursd*.',de#' et de » «n 

ibnciioTif de on trouve ^ 

«R -t- ™ f a> — a’ "7 ^ ’ 

/ 

et en léduiMnt , , , , „ J.' 

+ 6> = o'> -t- è'% ou ( a a)> + (o è)’ — (’“ ) +( )* 
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Transformât, des coord, de l’ei,i.ipse. 197 
•n coupant l’ellipse avec des deml-diamèlres égaux i 

yiŒE, 

on déterminera la position des diamètres conjugués égaux 
de l’ellipse. 

817. Pour trouver leurs directions, soient a ,/3 les coor- 
données du point où l’un de ces diamètres coupe la courbe; 
il y aura donc entre « et;g la relation 

a’ +. »' = a’ i* , 

a et ,3 étant les côtés d’un triangle rectangle , dont l’hj'po— 
thénuse est l’an de ces diamètres égaux, on aura encore 

a’ -J- ô* 

«> + /S* 

2 

I 

Multipliant celte équation par i’ , et retranchant le 
résultat de la précédente , nous trouverons après avoir 
réduit, 

par conséquent 

Or, la tangente trigonométrique de l’anglè p étant expri- 

mee par — , nous aurons 

* I • , 

fi' b' h , 

tangV= — = — ettang.;,=±— . 

Ces deux valeurs de lang. p appartiennent aux anglesB'Cfl, Fig. yS*, 
D'CB formés par les diamètres conjugués égaux. 

En comparant les valeurs que nous ^venons d’obtenir _ 
peur tang. p, à celles que nous avons trouvées art. 278, on 
voit que les diamètre» égaux de rellip«e se- confondent avec 



if)8 Théorie pes courbes du second ordre. 
les asymptotes que l’on mènerait à une hyperbole dan# 
laquelle le "Vand axe et le petit axe seraient les mêmes que 
ceux de l’ellipse. 

3i8. Enfin , l’.angle (y— p") que les deux diamètres con- 
jugués forment entre eux étant dot^né, ainsi que ces dia- 
mètres , les équations (B”) et (I)”) feront obtenir par 
l’élimination les valeurs du grand axç et du petit axe de 
l’ellipse. 

De la transformation des coordonnées de 
l'hyperbole. 

3ig. Si dans l’équation de l’hyperbole 

x' — a'y‘ ~ a* b‘ , on substitue les valeurs de x et de 
données par les formules (L'") , on trouvera 

— a’sin'^l — 20 *sin/>siny| — a‘sin’^j i 

Les angles p el q étant arbitraires , nous pouvons en 
disposer pour faire évanouir deux termes de la trans- 
formée. 

Le choix de ces termes ne présente que ces deux com- 
binaisons ; 

1 '} Le terme en x'y' et l’un des termes en x*' et en jr'*. 

2 ". Les deux termes en x^* et en y”. 

320. Eg.ilant à zéro le terme en f'y ' , il est faeilé dé 
s’appercevoir qu’on rie peiilrentlre nul 1 un des autres coel- 
ficieiis sans réduire l’équation (E'”) à l’une de ces formes 
Ax“‘ = a‘b‘ ou Jîy * = o’i’ , équations qui ne pourraient 
plus servir à construire Fa pourbe , lors même que A el B 
ne s’évanouiraient pas simultanément puisque ceséqua- 

(*) C’e»t ce <jni 8 Ken; car en épatant à léro le eoeflicient ée a: j^et 
l’un des coefliciens de. x'* et de ; o» a dins é.iiiai.o.a» qnij étant 
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Transformât, des coord, de l’htpeeb. 194^ 
lions ne donneraient chacune que deux valeurs pour l’in- 
connue. 

Ainsi , en supposant nul le coefficient de.x(j^,nous 
n’égalerons pas d’antre, terme i^,zéro, et nous aurons 
l’équation de condition 

cos P cos ç — a’ sin ^ sin 9 = o (î"”). 

. . , ' sin P 

Divisant par cos p cos y, et observant que = t^ng. p, 

et que'.f^^!î-?= tang. o, nous pourrons transformer celle 
* cos <! 

équation en 

i’ — a* tang. p tang. 7=0, 


d’où l’on tirera 


tang. q= 


b' 

fl* tang. p 


(G"). . 


Cette équation détenninera tniijonrs l’un des angles 
p etç, lorsqu’on auraattribué une valeur arbitraire à l’antre. 
Ainsi , en disposant de p on pourra donner ( Fig. 74. ) Fig 
à l’axe CX' l’inclinaison que l’on voudra Sur l’axe primitif, 
et lui faire rencontrer la courbe ; car il y a des positions où 
cet axe CX' ne l’atteindrait jamais. 

322 . En général , nn seul des deux axes CX' et CY' 
liés entre eux jftir l’équation (F'^), peut rencontrer la 
courbe : c’e.st ce qu’il nous sera facile de démontrer lors- 
que nous aurons prouvé que les coefficiens de a:'* et de 
y'* de l’équation (E*’) sont nécessairement de signes 
contraires. 

328. Pour cet effet , nous observerons d’abord que les 


combinée* ensemble , donnent une trokième cqiiaiion dans laquelle 
on reconnaît Fautre de* cocfKricns de a'* et dey’ réduit à zéro. 
Donc le premier membre de i'éqiiaiion (E*’) est nécessairement nuT, 
dans Celle iiypotbèse, qui , par cela meme , duient inadmissible. 


ioo Théorie des courbes du second ordre. 
lieux axes CX'^ CY' sont indinés du même cûlé de l’axe 

des abscisses ; car Têqualion tang. q z= — — •* nous 

montre que tang. q doit avoir le même signe que tang. p : 
donc les angles p et q sont aigus ou obtus ensemble. 

Supposons donc que les deux angles p clq soient aigus, 
et que q surpasse p, alors on aura tang. q > tang. p. 

Au moyen dè la valeur de tang. y, donnée par l’équa- 
tion (G”), nous changerons cette inégalité en 

b' 6’ ■’ 

■> tang. p ou — >. tang.’ p, 

II’ tang. p'^ ^ ' fl* ^ 

et comme la tangente est égale au sinus divisé par le 

cosinus , cette dernière inégalité deviendra 

_ 6’ sin’p 

— » 

o’ cos'p 

faisant évanouir les dénominateurs , il viendra 
cos’ p'> a’’ sin’ p , 

et par conséquent i’ cos’ p — à' sin’ p — nombre positif. 
Or, J’ cos’p — a’ sin’p est le coefficient de x'’ de l’équa- 
tion (E”) ; d’où il suit que ce coelficient est nécessaire- 
ment positif. 

IJ’une autre part , .si dans la même iné^lité 
tang. q > tang. p , 

on met la valeur de tang. p tirée de l’équation (G”), on 
trouvera par le même calcul que le coefficient de_y'’est 
Il égatif. 

324- Puisque dans l’hypothèse actuelle , l’angle aigu q 
surpasse l’angle aigu p, en présentant le coefficient de a:'’ 
sous une forme positive et le coefüçient de sous une 
forme négative, l’équation (G”), délivrée du terme eu 
x'y' , pourra s’écrire de celte manière : 

(ô’cos'p — a’sin’Ha:'’i— (a’sin’ç— 5’cos’y)_y'’=:o’i’ , 
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et les expressions renfermées entre parenthèses seront de.s 
quantités positives. 

Cette équation étant divisée par o’ b' , devient 


(è’ cos’p— a’sin’p)x'’ (a’sin’ q — ^’cos*y)y'’ 

a’ b' ~ a^b^ 


ou 




fl’ i’ 


o’ b' 


-=!.... (H”), 


i'cos’;? — fl’sin’^ a’sin’ÿ — i’cos’y 


le second membre étant de dimension nulle , il faut qu’il 

en soit de même du premier ; donc les quantités positives 

fl’ h' fl’ i’ 

: et ; 

i’cos’p — fl’sin’^ fl’ sin’ÿ — i’cos’y 


seront chacune de deux dimensions. Supposant donc 


fl’ i* 


b' cos’/? — fl’sin’/» 


, =fl'» .... rl‘») 

ln»T> ' •' 


fl’ sin’ q — b^ cos’ q 
l’équation (H”) deviendra 


-y. 


(J”) 



ou en chassant les dénominateurs 



SaS. On trouveroit la ittême équation si les angles p 
et 7 étant obtus, on a voit q<^p\ car la valeur absolue 
de tang. p seroit encore moindre que celle de tang. q. 

Mais si ;? et y étant aigus , p surpassoit q , on auroit au 
contraire tang. q < tang. p. Cette inégalité existeroit en- 
core si p et q étant obtus , on avoit q <^p. Dans ces deux 
derniers cas, il suffiroit de changer le signe> en <dans la 
démonstration de l’art. 3a3, pour prouver que l’équation 


203 TllÉOniE DES COURBES DU SF.COUD ORDRI. 
l'n- '4' (E”) pourroit sc ramener à celte forme 

— V'x'' = a'^h''. 

Alors on prendroit l’axe des y' pour l’axe des abscisses, 
art. i84- 

3 a 6 . Si dans l’équation nous 

faisons = o , nous trouverons *'=«' et x'z=i- — a' 
pour les valeurs des abscisses CB' et CA' des points où 
leur axe rencontre ta courbe ; et en faisant x' =o, la même 
équation nous donnera y — 6 '*=di 4 'v/ — i 

pour les deux valeurs de l’ordonnée qüi passe par U centre. 
Ces valeurs imaginaires nous prouvent que lorsque le 
nouvel axe CX' rencontre la courbe, l’antre axe CY' ne 
peut jamais l’atteindre. 

327. On a donné le nom de diamètres conjugués à ces 
deux nouveaux axes , parce qu’ils sont des diamètres liés 
entre eux par l’équation de condition (F”). 

.328. En considérant ces diamètres sous le rapport de la 
grandeur , un diamètre devant être la partie , interceptée 
dans la courbe , d’une droite qui passe par le centre , il 
n’existe donc réellement qu'un de ces diamètres conjugués 
dans l’hyperbole , puisque l’un de ces diamètres ne saurait 
« l’atteindre. Cependant , par analogie avec l’ellipse , on a 

donné aux constantes 20' et ai' le nom de diamètres conju- 
gués. Une semblable remarque a déjà été faite, art. 190, 
sur les axes principaux^ qui sont deux diamètres conjugues. 

329. Si le grand axe fait un angle /»= o avec l’axe des 
abscisses , l’équation (G”) donne dans celle hypothèse 
tang. 9 = 00 ; ce qui prouve que le diamètre conjugué au 
grand axe doit alors ’faire un angle droit, et prendre la di- 
rection du petit axe. 

33 0. On pourrait ici démontrer , comme dans l’art. 3 i i , 
que daas les autres systèmes de diamètres conjugués les 
ordonnées doivent être obliques. 
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33i. L’onlonuée y ayant toujonrs deux valeur.i ég.iles 
qni s’évanouissent à— la— fois lorsc^u’on fait x/ = ±l<i' , il 
suit de là que les tangentes inencrs aux points A' et H' 
sont parallèles aux ordonnées , et par conséquent à 
l’axe CY' . 

33a. Enfin la démomtration de l’art. 2i3 pouvant s’ap- 
pliquer aux diamètres conjugués de l’hyperbole , nous 
conclurons que les carrés des ordonnées , menées à l'un des 
diamètres conjugués parallèlement à l’autre , sont entre eux 
comme les produits des distances , du pied de chaque or- 
donnée aux points oit le diamètre rencontre la courbe. 

333. Dans le paragraphe précédent , nous avons donné 
deux théorèmes relatifs aux diamètres cpiijugués de l'ellipse 
comparés au grand axe et au petit axe , occupons-nous 
maintenant des théorèmes analogues que l’hvperbole va' 
nous offrir. Le premier de ces théorèmes est que dans 
l'hYperiole , le parallélogramme construit sur les diamètres 
conjugués est égal au rectangle Jormé par le grand et lê 
petit axe. 

Pour le démontrer, si l’on multiplie l’équation (J”) par 
l’équation fl”') , on trouvera 






, — b^cos’qcos‘pya'b^s\n‘qc.os'p-\-à'b'iin’pco%’q-a^&m‘pim'q 

ajoutant dans le dénominateur la quantité 

.* 

so’i’sin P sin q cosp cos q — 2 a' s'inpsin qcosp coaq (*) « 

on pourra partager ce dénominatenr en deux carrés , et 
l’équation précédente deviendra 


o'^b” = 


— (é’cospcosç — o’sinpsinÿ)’-{- (aÿsinçcos/v — absinpcosq'}'' * 


{*) U note de l'art, Sl/j. 
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obsen-ant que i’ cos p cos ç — a' sin p sin 9=0 , parce 
que cette expression est celle du coefficient de *' y , 
art. Sai , qui dans notre hypothèse est nul, l’équation pré- 
cédente se réduira à 

a'. 


a'» i" t= 

ou plutôt à 

o'> i'* = 


( ab sin 9 cos p — ab sin p cos 9)* ’ 


a'i ii 


Donc 


[| ab (sin 9 cos p — sin p cos 9 ) ]’ 
û4 ô't 

a’ (sin 9 cos p — sin /y 0059 )*’ 


a'* i'’ = 


, (sin 9 cos p — sinpcüsy)* 

Le dénominateur du second membre étant le carré de 
sin (9 — p), on aura 

a'*i"=-: 

sin> (9— p) 


et , en tirant la racine , 


a' b' =~ 


ab 


sin (9— p) ’ 
faisant évanouir le dénominateur , il viendra 


a' b' sin (9 — p) = ab (K”). 

Si r bn prend (Fig. 74) sm direction du demi-diamètre 
conjugué ÇT'au demi-diamÿtreCX', une ligne^D' égale er» 
longueur à la constante b' , et que l’on construise le paral- 
lélogramme D'CB'G, ce parallélogramme représentera le 
premier membre de l’équation précédente. Car soit D'H la 
hauteur de ce parallélogramme , on a , d’après la note de 
l’art. 176 , 

D'H= D' C. sin D' CH =D'C. sin D' CB' = ô'sin (9 — p). 

Donc, suiface D'CB'G ou CB'. D'H = a'b' sin(9— p). 
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Cette surface eit dooç. égale au produit ab , qui peut 
être r.pprésentc par un rectangle qui aurait a- pour base f 
et pour hauteur la constante b de l’équation de l'hyperbole. 

Multipliant par 4 l’équation précédente , on trouvera 

2.a' X ai' sin (y — ) = 20 x > ai. \ 

Donc v,,lçs'icÔté4;:da-parallélogrananie et ceux du carré 
devenant doubles, on en conclura le théorème énoncé; ci- 
dessus (*). 

554- ^ sécortd théorème est que , dans Vhyp'erbole , là 
à^érertce carrés des diamètres conjugués est égale et la 
djjjir-ence ,des carrés, du grand et du petit axe. , 1 ■, .,| 

"I Pour le démontrer, la valeur de aî i’i,l tirée de l’équa-; 

étant substituée successivement dans les formules 
(J”; et (l”), nous aurons . ;i 

a'»i'» sin^ a'^i'’ sin^ 

a’sio3^: — i* eol' " ' !. i’cos’p— .a’sin' />'• > 


(•) La démonstralion de là note do l’art. 5t4’peat s’appfiqner encore 
à ce' diëorèjne. Poiircef effét,' il luffit dVmployer Ir» 'équations (G”) 
et (J '•), au lieu des équations ") et (Z"') , et l'on aura par le même 
calcul O 

' b 

• liJviCV . , «=V«» — a", A = — “■ .1 

a 

Cela po*é , il est évident que le triangle CT/ R esula moitié du parall^ 
logramme formé sur les deux demi-^iainétres conjurés. Cette surface 
•e U'uuvera , ou par la formule de l’art. 1 1 S , ou en observant qu'on a 

S'* « i 

triang. I/CB,' =: trapèze I/KIR .Y triang. D'KC— triang. B' CI Fig 
^ = J ( A + A ) (» — •') + 5 «'A— 3 rè = ; ( a.é' — yè)‘ 

Substituant les valeurs de a' , de A' et de A , on trouve 
' triangle I/CR = ^ ab , donc parallélogramme DCRG — ab. 
Multipliant celte équation par 4v on en déduit le théorème énoncé. - 
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Fhisanl di^paraiire les (Jeux di'nomînateurs , et sitpptî- 
ment le facteur commun dans chacùne de ces équations , 
on trouvera ... ■ 

a” sin* (ç — p) = a' sîn* y — J’ cos' g • ' 

^ 4'* sm* {g -^p) = b' CCS’ 'p^ — a' sin' p. 

Retranchant la seconde de ces équations de l’aiïtre ;• oit 
aura • ' ■ 

(a''-i'’)*in’(ç-;a)=a’(sin>ÿ-fsin’;?)-J’(cos’y4-cos’/i^...(i^’). 

Le second membre de cette équation peut se mettre soON 
la forme du premier : pour cet effet prenons une expression 
en « et en i de la forme de ce pemier membre ; cette 
•x(M-«s$ion éunt égalée Ji elle^méme, en partie développée, 
nous donne ■ i.- 

p)=(aS-J •) Çsin^oOs^a— sin/icosÿ}* '» 
Ou , en achevant de développer le second, membre,.^ 

~ — ( a' — A')shi' frg~p) ~ - - - — 

=a’ sû?*y cos’/ir-^ aa'eia/? sia g çospcesg-f~a’ si n'p çpf', g 
— i-i’fiin'ycos* f>4-a^6in/>einÿ cpspxjp^ — i'sin’/?cosjrV, ; 

Substituant , dansâtes termes extrêmes de la péemièrè 
ligne du second membre , les valeurs de cos’ p et de cos’ ÿ ^ 
et dans les termes extrêmes de la secohde ligne , les valeurs 
de sin’ p et de sin’ g , tirées des équations 

- i . m ./ . • . ... 

sio* /> + cos’ ^ ï= I et «in* ÿ 'H~ cos’ f = 1 , 
nous aurons 

(a’ — ) ( sin ÿ — p) 

=a’sin’9-a’sin’ysîn’p — 2a’sin/»s!nÿto.s^cos^-f‘®'s*'’’P~®’**n“ê’S‘*i’^ 
-i’cos’/7+i’cos’^cos’ç4*2i’8in/.>6iii9cosjDCbs^-6’cos'^^-i’cos’9cc*’^, 

Mettant dans le' terme — aa’ sin p sin g cos p ros g la 
Valeur de a’ , et dans le terme -J- ai’ sin p sin g cos p. cos g 
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celle de i’ , que nous tirerons de l’équation 

— a* sin P sin q é’cos p cos q ±=o, nous obtiendrons 
après avoir rédnk 

* I • 

■> (a* — ê’)sin’(ç — p)=a’(sin’y-f^in’p) — 6’(cos’/7-+-cos’9). 

Substituant la valeur du second qiembre de cette équation 
dans l’équation (L”), et supprimant le facteur commun , 
il viendra 

a"— b'^ = a’ — i*. . . 

Multipliant par 4 deu;c membres , nous aurons 

ou(aa')’ — ( 2 J')“ = ( 2 a)’ — (ai)’. 

Telle est la propriété qui est l’<Ajet de ce théorème (*). 
335. Si l’on se propose de tronver les diamètres conju- 
gués égaux de l’hyperbole, ee problème n’est possible que 
dans l’hj'perbole éqnilalère ; car l’hypothèse de a' = b' 
réduit l’équation (M”) à a’ — i’= o; donc i’ =a’. Cette 
valeur étant substituée dam l’équation (G'*) ^ la réduit à 


Or, 


tang; P 


tang. 0 = — ^ . 

“ ^ tang.;» 

étant l’expression que la trigonométrie nous 


(*) Ce théorème peut se démontrer encore par le même procédé que Fig. 
nom avons employé pour l'ellipse dans la note de l'art. 3 1 5 j en cITet , 
les triangles rectangles B'C'Ii U CK (Fig. 74 ), donnent 

S 

a» +/5> = a • , «> +&'• ^ i'».; 

Ajoutant ces équaliocu , et mettant poair a' et leurs valeurs données 
dans la note précédente , et pour (L sa valeur donnée en Xoniyâoa de; a 
par l'équation de l'hyperbole , on trouve en téduisant 

«'• — 4'* = «• — 4* , «U ( a a' )• -— ( a 4'* ) =: ( a « )•’ — (ai)?. 
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donne pour la cotangentc de l’angle p , il suit de là qua 
tang. q = cotang. p , et que par conséquent les angles for- 
més par les diamètres conjugués égauit sont complémens 
4’un de l’autre. 


, De l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. - 

o36. Il nous reste à examiner le cas où l’on égale à zéro, 
art. 3ig, les deux coefTiciens de x'^ et de de l’équa- 
tion (E”), ce qui la réduit à ' - 

(ai* cosp cosÿ — 2.0? sin pûnq) x' y' = a* i* .... (N’’). 

On a donc alors les deux équations de condition , 

i’ cos’ p — a’ sin’ p:^o, et i’ cos’ q — à’ sin’ q = o, 

Ces équations nous donnent < 


' sin’ p i’ sin’ i’ 

— — !-= — et = , 

cos’p a* cos’ y , a’ 

■, i’ i’ 

nu tang.’p = — ^ et tang.’ y 


passant aux racines 

b 

tang. p =± — et tang. y = ± — . 

337 . Les deux valeurs de tang. p et de tang. q ne peu- 
vent être de mêmes signes; car .si les angles p et q étaient 
égaux, les nouveaux axes se confondraient, et par consé- 
quent les nouvelles ordonnées devraient se porter dans le 
sens de leurs abscisses , et ne pourraient dét^miner que 
des points en ligne droite. ' ‘ 

Cette nécessité de donner des signes différens aux deux 
■tangentes, se manifeste encore en considérant l’équation 
(E'*); car dans ndtrc hypothèse, si p — q , le premier 
inembre de l’équation. (E”) se réduit à zéro. , 
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338 . Nous supposerons donc les valeurs de tang. ^ et de . • 

tang. ç de signes contraires ; et comme une tangente néga- 
tive est celle d’un angle obtus, tandis que si cet angle 
est aigu sa tangente est positive, nous donnerons la valeur • 

négative au plus grand angle; et puisque dans notre hypo- 
thèse c’est l’angle y, nous écrirons 

h ' h 

tang.^= — , tang. ^ = 

'a a _ 

Or , tang. p et tang. q ont ici les mêmes valeurs que 
celles qu’on a trouvées, art. 277, pour les tangentes tri- 
gonpmétriques des angles LCB, ICB (Fig. 70) que les Fig. 70. 
asymptotes forment avec l’axe des abscisses; donc les nou- 
veaux axes , art. 276 , prendront les directions CL , CL' 
des a.symptotes. C’est pour cette raison que nous donne- 
rons à l’équation qui construira la courbe dans la présente 
hypothèse , le nom d’équation de l’hyperbole rapportée A 
ses asymptotes. 

339. Pour l’obtenir, nous remarquerons qne si, avec le 
rayon des tables , on décrit (Fig. 70 ) , une circonférence, Fig. -5. 

et qu’on prenne TB= TB= — , on aura 

a 

sin TOB = sin P , cos TOB = cos p 

sin SOB = sfn q , cos SOB =. cos q. 

Or, les sinus tombant dans le nieine sens, et les cosinus 
dans des sens opposés, on a 

sin q = sin p , cos ç — — cos p. 

Substituant ces valeurs dans l’équation (N”), cette équa- 
tion devient 

— (ai’ cos’ p •{• 3 . 0 ' sin’ p ) x'y' = 0' b’ , 
et en y mettant La valeur de o’ sin’ p tirée de l’équation de 

'4 
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con(li)ion cos’ p — a’ sin’ /? = o , on obtient 

_ ( 2 6’ cos’ P + 2 . b-' cos’ P ) x’y' z=a'b', 

ou — 4*’cos’/»a:'y = (O”) î 

et en observant que le rayon étant une moyenne propor- 
tionnelle entre le cosinus et la sécante , on a 


I I 

cos P = —T > et cos’ P — ; , — , 

r sec. P SCC P » T* 


tang.’ P 


i’ fl’ -f- é’ 


Si l’on met cette valeur de cos’ p dans l’équation (O"), 
cette équation deviendra ^ 

fl’+i’ 

' Faisant évanouir le dénominateur, supprimant le facteur 

commun fl’ J’ , divisant par 4 et tirant la valeur de y, on 

trouvera . ^ 

(fl’ + i‘) 


y 


4 *' 


Fig. 76. et l’on voit que pour toute valeur positive CP de x' (Fig. 76), 
l’ordonnée PM est négative. 

340. Lorsqu’on veut compter les’ abscisses sur l’autre 
asymptote , il suffit, art. i «4 , de changer CP ou x' en/, 
et PM ou — y en + X ,' et l’on a 


xy. 


fl’+ b\ 


341. Soit ^ l’angle hCV formé par les deux asymp- 
totes , si ‘l’on multiplie l’équation précédente par slii , 
on aura 

+ . 


K y sin 9 = • 
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représentant par CQ et QN les coordonnées x c.ly d’unTig. 76. 

point N pris sur la courbe , le produit 

jr sin (p — QN sin p r= CII sin fi exprimera , note de 
l'art. 176, la perpendiculaire Hs qui mesure la hauteur 
du triangle CHs ou du parallélogramme CQNH, et en 
* multipliant cette hauteur par la base CQ = x, le produit 
ay sin op sera la surface de ce parallélogramme , et l’équa- 
tion précédente deviendra 


surjace CQNH = — tA sin 


La situation du point x, y sur l’hyperbole étant arbitraire • 
prenons ce point au sommet B, nous aurons donc 

a' + é’ ‘ 

parallélogramme CGBF = — — sin ç. 


Au moyen de cette valeur de 
devient 


O’ -}- 

4 


sin^, l’équation (P”) 


xy sin ç = parallilogramime CGBF ; 


ce qui nous apprend que le parallélogramme formé par les 
coordonnées, est toujours égal au parallélogramme CGBF. 

Le jarallelograminc AUBE, qui est le quadruple de ce 
dernier, se nomme la puissance de l’hyperbole. 

342. Lorsque l’hyperbole est équilatère, art. 226, la 

tangente de l’angle LCB représentée par ~ se réduisant à 

1 unité, est celle de la moitié d’un angle droit ; donc 
l’angle LCL' formé par les asymptotes est alors droit , et 
le parallélogramme CGBF devient un carré. 

343. Les droites qui coupent les asymptotes, offrent des 
propriétés remarquables que nous allons examiner. Pour 
cet effet, nommons x' tiy les coordonnées d’un point iî 

pris sur l’asymptote Ci, Cette asymptote formant avec Fig. 76. 
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l’axe des abscisses un angle dont la tangente est — art. 278 , 

aura pour équation, art. 80 , 81, 

h 



donc pour le point R , dont les coordonnée sont y^, 
cette équation sera 

y = _. 

F*g- 76. Menons par le point R une droite quelconque RR' , cette 
droite passant par le point x',y' a pour équation, art. 89, 
y —y' = ^ (X’—x' ) , et en mettant la valeur de y , 
donnée par l’équation précédente, on aura 

ÿ 

y x' = (x — x'). 

La distance de ce pointa:', y à un autre point x,y pris 
sur la droite RR', est enr général exprimée, art 106, par 


Z 



(* — *')’ + (/ 



CQ-’), 


et les valeurs de * et de ^ données en fonction 8e xet des 


^ coordonnées et — x' du point il seront, art. 119, 

a 


\/i+A‘ 




Az 


y/t -+-^‘ 


H — x'....(R'’)- 


L’origine de des coordonnées , qui sont comptées sur le 
grand axe , étant au rentre , si le point x, y est pris sur 
l’hyperbole, il y aura entre elles, art. 222, la relation 
b' x^ — a*y’=:a‘ 6’. Substituant les valeurs de, a: et de y 
dans cette équation , elle déterminera la distance z du 
point x' ,y' pris sur l’asymptote à un point x, y, où la 
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droite RR' rencontre la courbe. Effectuant ce» calculs et Fig. 76. 
ordonnant par rapport à r, nous trouverons 

(b‘—a-‘A') 2 bx'(b — a A) 

z' -\ — ■ ■ — z=.a'b' 


I + 


Vi-i-A' 


multipliant par le coefQcient renversé de z’ , et observant 

que le numérateur de ce coefficient revient à 

(bA-o A") (4 — a A), tl faisant les réductions , on ob- 
tiendra 


+ . (S..,. 

^ Sa- A a b^ — a‘A' '' * 

« 

Cette équation étant du second degré , donne, pour les 
deux racines de z, les distances RM et RM' du point R à 
la courbe. Si nous appelons xt tlz", ces distances, leur 
somme prise en signe contraire, sera égale, art. 64'^ au 
coefficient du second terme, et l'on aura 


*' + z" I 


b -\-aA 


D’une autre part, l’asymptote CJ/ qui fait, avec l’axe dc.s 
abscisses , un angle dont la tangente trigonnmétrique est 


, a pour équation , art. 84 , = ■ 


• X. Si l’on 


veut avoir les coordonnées du point où cette asymptote 
est rencontrée par la droite RR' ^ il faudra substituer les 
coordonnées (R”') de cette droite dans l’équation 


bx 


et l’on aura l’équation 

Az b 


Vi+A‘ 




bz 

ay I 4 -> 
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il'oîi l’on tirera , après avoir fait évanouir les dénomi- 
nateurs , I 

2 bx> v/r+ÿF I 

*=: : J • 

jio b 

. 76. Telle sera l’expression de la distance KR' du point jc', 
y au point R' , où la droite RR' rencontre la seconde 
, asymptote. Cette expression étant la même que celle que 
nous as'ons trouvée pour z' -{- on conclura que 

RR' = RM + RM' 

ou RM' + M'R' ~ RM + RM' ; 

et en réduisant M'R' = RM. 

D’où il suit que , lorsqu'une droite coupe les' deux 
asymptotes, les parties de cette droite comfirises entre 
chaque branche de la courbe et Son asy'mptote sont égales. 

344 - S' ligne RR' est menée de telle manière que 
la corde MM' se réduise à un point, cette ligne deviendra j 

tangente à la courbe, et l’on conclura, d’après ce qui 
précède, que le point de contact est au milieu de la partie 
de la direction de cette tangente , comprise entre les 
asymptotes. 


77. 345. Deux droites CL, CL' (Fig. yy ),qui forment entre 

elles un angle arbitraire , étant prises pour a.symptotes 
d’une hyperbole qui passe par un point donné M , si l’on 
veut déterminer les autres points de cette hyperbole, on 
mènera par ce point des droites rs, r's', r"s", etc. et pre- 
nant sm = Mr, s'm' = Mi', s^fm" = MC^, etc. on déter- 
minera les points m, m' , m", etc. qui pourront sers'ir à 
. en déterminer d’autres par le meme procédé. 

346. Le dernier terme f ^ del’éqnation'S'*) 

b' — a' A* 


étant le produit des racines z' et z'* qui expriment les dis- 
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tatices du point x' , y à la courbe, comme ce produit est 
ipdépendant de x' ^ il en résulte que si , par un autre point 
x^l 1 y ^ pris sur l’asymptote CjL , on mène une droite, qui Fig 
forme un angle A , avec l’axe des abscisses, le produit des 
distances du point à la courbe sera encore le meme; 

par conséquent , dans toutes les parallèles à la ligu< RR'^ 
les parties RM et RM', ou plutôt, art. 343 , R'M' et RM' 
formeront le même produit. 

De la transformation des coordonnées de la 
parabole. 

347. Si dans l’équation de la parabole = f^cx , 
art. 343 1 nous substituons les valeurs de x et dej^, tirées 
des formules (L"') , nous obtiendrons 

sin*px'’-l- 2 sinjDsinya:y+sin’ 2 y'’— 4 tcos^x'- 4 ccos^=o...(T‘ 

Il n’est possible de faire évanouir des termes dans 
cette équation , qu’en supposant l’un des angles p et q 
nul ou droit , parce qu’alors le sinus ou le cosinus deve- ■ 
nanl zéro , fait évanouir le terme où il entre. 

P et q ne peuvent être supposés nuis en même tcms , 
car dans cette hypothèse l’ordonnée ne ferait plus d’angle 
avec l’axe des abscisses, êt ne déterminerait des poinLs que 
dans une meme direction, ce qui empêcherait de pouvoir 
construire la courbe ; ainsi on ne peut disposer des angles 
P et q qu’en supposant l’un de ces angles nul ou droit; 
ainsi, en faisant yü = o, on trouve 

sLn* qy^ — l^cx' — 4 c cos qy'— o , 
et en faisant p= un angle droit, on trouve 

a/'-j- sin qx'y' -j- sin’jy'’ — l^c cos qy' = o. , 

On ne peut, dans ces équations, faire évanouir d’autres 



aiG TnéoRin des coi|^es du second ordre/ 
fermes , ainsi elles sont pins compliquées que l’équation 
^’= 4 '^x, qui existe entre les coordonnées rectangulaires. 

L’équation étant symétrique par rapport à et à ce 
que nous disons de p s’applique à y. 

348. Examinons si en changeant la place de l’origine, 
nous ne parviendrions pas à une équation plus simple 
entre les coordonnées obliques. Pour cet eflet , en substi- 
tuant dans l’équation y'‘~ t\cx , les valeurs de x et de 
données par les formules (N'")", nous trouverons 

sin’/»x'*-{*^sin/tsiny x'-|- 2 ?'sinÿ|^'-{-J* 

— 4 ^cos/tj — 4 ®^ 
t=o (U"). 

Il se présente ici deux coefllciens, .susceptibles d’ad- 
mettre pour P et pour y d’autres valeurs que l’angle droit 
ou que xéro ; mais ces deux toefliciens, qui sont ceux dex' 
et àcy', ne peuvent être zéro en même teuis , car on aurait 
P =. ç , et il serait impns.sible de construire la courbe , 
puisque l’ordonnée ne ferait plus d’angle avec l’axe des 
absci.sses. 

Nous égalerons donc à zéro un seul de ces coefficiens, 
celui de^', par exemple , en écrivant l’équ.ition de condi- 
tion ai sin y — cos y = o ; l’angle p restant arbitraire , 
nous l’égalerons à zéro; celte hypothèse donne sin p=zo, 
et cos p = 1 , et l’équation (U'’) se réduit à 

sin’ y_y'* — I — o (V”) 

— l^ac \ 

Et comme les constantes a et i qui déterminent la place 
de l’origine sont arbitraires, nous pourrons supposer que 
l’origine soit sur un point de la parabole. Les coordonnées 
o et i de l’origine devront donc satisfaire à l’équation 
^’ = 4 ^'*) conséquent il y aura entre elles la relation 


Digitized by Google 



Teansfor"mat. des coord, de lA parabole. 217 
— 4 ac=o, et l’équation (V‘^) se réduira alors à 
sin’ — 4 ex' = o , 

Le 

et donnera ^ x' .... (W”) ; 

équation qui est de la forme de celle de la parabole. 

349. Si l’on eût égalé à zéro le coefficient de et opéré 
d’une manière analogue à la précédente, on aurait trouvé 
une équation de même forme , dans laquelle x', serait 
l’ordonnée tty l’abscisse. 

35 0. Déterminons maintenant la valeur de la constante 

4 c , . 

-T-^ — : l’équation 2.bi\nq — 4<^ 9 ° i °tt plutôt 

b sine = cos q étant élevée au carré , donne 
. é’ sin“ qz=/^c' cos’ 7; 

mettant à la place de cos’ q, sa valeur 1 — sin’ 7 , on a 


d’où l’on tire sin’ q = 
Et parce que 


A’ sin’ q^ I^c' — 4c’ sin’ 7, 
4 c’ 


sm’ q = 


ô’ -f 4c’ 
ô’ =: !\ac ^ 
4 c’ 


4 oc -f- 4 

Et en divisant les deux termes de la fraction par 4 c , 


sm’ q ■=. 


(« + c) 

Substituant cette valeur dans l’équation (W”) , on trouve 


A «l» c 


\ 
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ou plutôt = 4 (<* + c ) xf . 

t 

351. Cette dernière équation se rapporte à un axe auquel 
en a donné le nom de diamètre, parce qu’il existe pour 
chaque abscisse deux ordonnées égales et de signes con- 
traires. 

Le diamètre est parallèle à l’axe primitif, car l’angle p 
68 . qu’il forme avec l’axe AX (Fig. 68 ) , est nul , art. 348. 

La relation 4’= i^ac , qui a lieu entre les coordonnées 
delà nouvelle origine , assujettit seulement cette origine à 
être sur la courbe : par conséquent toute droite indéfinie 
A'Xf qui coupe la courbe parallèlement à l’axe AX est un 
diamètre. 

352. Le point A' , où le diamètre rencontre la courbe, 
porte le nom de sommet du diamètre. 

353. a étant l’abscisse du sommet du diamètre , il en 
résulte, art. 244» a-f- c est l’expression du rayon vec- 
teur , qui passe par le sommet du diamètre. La constante 
4 (a+c), qui .sert de coefficient à ac dans l’équation au 
diamètre, vaut donc quatre fois le -rayon vecteur qui passe 
par le sommet du diamètre. Cette constante 4 (o+O porte 
le nom de paramètre du diamètre. 

354. Il est évident que 4 céduit à 4c lorsque 

0=0, c’esl-ù-dire lorsque le diamètre est l’axe principal 
de la parabole , ce qui est conforme à ce que nous avons 
dit en parlant de cet axe. 

355. L’équation sin’ donne sin 

(®+c) 

pour la valenr du sinus de l’angle que forment les nouvelles 
ordonnées sur le diamètre. Ces ordonnées seront obliques , 
^ puisqu'il faudrait que a fût nul pour que la valeur de sin y 
se réduisît à l’unité ; dans ce cas, le diamètre A'X' se 
confondra avec l’axe AX. 
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Enfin , il est visible par l’équation précédente que plus 
0 augmente , plus l’angle q diminue. 

356. La valeur de y' éUnt déterminée par celle de 
au moyen de l’équation y'*—l^cyf , d’où l’on tire 
y! ^ ^ ex' ^ il en résulte que pour toute abscisse x ^ 
l’ordonnée y' a deux valeurs égales et de signes con- • 
traites , qui s’évanouissent en même tems lorsque = o » 
cç qui prouve que l’ordonnée est une parallèle menée à la 
tangente qui passe par le sommet du paramétré. 

337 . Enfin, l’équation au paramètre prouve que Us 
carrés des ordonnées sont comme les abscisses de ces or^ 
données. > 

Des équations polaires. 

358. Jusqu’à présent nous avons déterminé la position 
^e chaque point d’une courbe au moyen de deux coor— 
^onnées^riables x ely , ot d’un angle constant qu’elles 
forment. 

Supposons maintenant que l’une de ces coordonnées soit 
constante et que l’angle varie, nous aurons un nouveau pro- 
cédé pour construire la courbe. En effet, si l’abscisse est 
constante et que nous la prenions égale à la distance du som- 
met au foyer , lorsque nous ferons varier (Fig. l’angle Fig. 7 ^ 
ç—MFB, l’ordonnée FA/ deviendra successivement FAF, 

FUJ/I, FM"', etc., et déterminera les parties M' ,1\VI ,M"' , etc. 
de la courbe. On a donné à cette ordonnée variable le 
nom de rayon vecteur. 

Si une équation établit une relation entre le rayon vec- 
teur et 9 , et qu’on fasse varier successivement cet angle <p, 
on pourra déterminer les valeurs correspondantes du rayon 
vecteur. 

35<j. Pour trouver cette équation lorsque la courbe est 


' Digiiized by Google 
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une ellipse , cherchons d’abord la relation qui existe en— 
Fig. 66. tre le rayon vecteur FM ( Fig. 66 ) , et les coordonnée» 
* et J'. 

Soit FM=:z, on a évidemment 

FM‘=PM^ + ( CP+ CFy , ' 

ou r* 4* (*+ e)’. 

Mettant dans cette équation la valeur de^' tirée de 
l’équation de l’ellipse rapportée au centre, on a 

(o*— «•) + (*+£)• ; 


ou en développant 




1- x’ 4-3rx4-<’ 

«R » » • 


et ordonnant par rapport à x 
(a'— b') 

~ ^ x’ 2CX c’ + A’. 


Eliminant i’ au moyen de l’équation c’‘=à'—h^, art. ai5 , 
on trouve 


c* x' / e* . 

*’= — +acx + «’ = (-+«) ; 

et par conséquent 


Or , par hypothèse, la ligne FM qui représente z est sup- 
posée être positive. Donc nous ne prendrons que le signe 
supérieur , et nous aurons seulement 
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Il est facile maintenant d’exprimer la valeur de f en Fig. 66. 
fonction de l’angle (p—MFP. 

Pour cet effet, soit l’abscisse P’P comptée du foyer, 
on a évidemment x-= x' — c. . 

Substituant , il vient ' 



Faisant x' = z cos <f , l’équation précédente devient 


a* — c’ cz cos ffl 



D’où l’on tire 


/ 


et enfin 


az — cz cos ^ = a’ — c’ ; 


a' — c’ 

* = ^ 

a — c cos ç 

ou plutôt, art. 21 5 , 

i’ 

z= , équation polaire de r el- 

a~c cos ^ 

lipie rapportée au foyer P, l’angle 9 = MFF' étant sup- 
posé aigu. 


(*) Si l'on veut savoir ce que signifie la valeur de x prise avec le Fig. 66. 
ligne inférieur , elle indique qu’il faudrait porter la seconde valeur de x 
dans le sens contraire , c’est-à-dire , de Pen M'. 

Car la seconde valeur de x étant z = —n — — , on voit qui 

quel que soit le signe de, X le rajou vecteur X doit être négatif, parce* que 

• ex __ w 

a* surpassant ex , il faut que — soit moindre que « ; or , l’abscisse 
a ' 

du point M ' est d'un signe contr ire à celui qtt’elle avait pour le point 
M: donc il faut changer le signe de x dans celle seconde valeur, et 
l'on aura 

ex 

a 
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360. Si cet angle devenait obtus , il faudrait changer le 
signe du terme c cos ® 

361. Pour trouver l’équation polaire de l’h\-perbole , en 
rig.67. nommant toujours r le rayon vecteur /'il/ (Fig. 67 ) , nous 

avons 

+ («+*)’•> 


Substituons dans cette équation la valeur dejr tirée de 
l’équation de l’hyperbole rapportée au centre , nous 
aurons 

(*’ — a’) + (e+*)* 

— f i4-— + . 

\ ^ a'J ^ -fc* 

Eliminant i’ au moyen de l'équation c’ art.23o, 

nous trouverons 


z’= — [- a ex -j- ( — x+al . 


d’où nous tirerons 


Z — — x-j- a. 
a 


Quoique cette équation se présente sous la mémo forme 
que celle que nous avons trouvée pour l’ellipse, elle en 
diffère cependant par les valeurs qu’on donne à c dans ces 
deux équations. 

Nommons x' l’abscisse FP comptée du foyer, nous 
aurons 

, X = x' — c. 

Substituant cette ^leur , nous obtiendrons 

ex' (c’ — a' ) , 

Z 5 

a a 
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et faisant x' — z cos (p, il viendra 

crcos(p c’ — a* 


223 


d’où il sera facile de tirer 


c cos (f — a 


ou plutôt, art. 23 o, 

^ J équation polaire de Vhy- 

c cosp— a ' • r J 

perhole rapportée au foyer F, Vanf;le ^ =: MFF' étant 

supposé aigu. 

36a. Enfin si l’on nomme z le rayon vecteur FM de 
la parabole (Fig. 68), en observant que , Fig. 68. 

art. 242 , on aura 

Mettant a la place de sa valeur pjc , et réduisant ^ on 
trouvera 

(j) , 

ou, parce que le second membre est un carré parfait, 


d’où l’on tirera 


4 


Nommons 1 abscisse comptée du foyer f on aura 

f t ^ 

o; = 2:'+_, 

et la valeur de z deviendra 

* = *' + —; 

a 
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et mettant r cos ^ à la place de x\ et tirant la valeur de r, 
on obtiendra 

Z — — , équation polaire de la 

t cos if 

Tig.68. parabolt rapportée au foyer F ^ l'angle (f ^ MFX étant 
supposé aigu. 


\ 


Des cas particuliers où l’équation générale des 
courbes du second ordre ne peut construire 
l’une des trois courbes. 


363. Lorsque l’éq'iiation générale ne se rapporte pas à 
Tune des trois courbes que nous avons examinées, elle 
ne constrvit que des lignes d’un degré inférieur au second, 
ou des points, ou n’a aucune signification. Examinons 
d’abord le premier cas : lorsque i* — l^ac — o et que 
hd — 2 oe = O , l’équation générale (B') , art. i3.3 , se 
réduit à 


y = 




rfc— 4o/....(X”). 


2 a aa 

Pour une valeur « de a? , y a deux valeurs, que je re- 
présenterai par i8 et par S ; pour une autre valeur «' de x , 
l’équation donnera encore deux valeurs^' et C' pour l’or- 
donnée , ainsi de suite. 

Les ordonnées /8, fi\ etc. construiront la ligne droite, 
dont l’équation est 

_ V>-r-^d) _^i_^d^_ 

O rf» *>y» 


De même les ordonnées », ff' , S" , etc. con.struiront une 
autre ligne droite , qui sera le lieu de l’équation 


y 


2 a aa 
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Comme le coeflîcient de x dans ces deux équations est le 
Même , fes deux droites formeront des angles égaux avec 
l’axe des abscisses , et p» conséquent seront parallèles. 

364- Si d^-r^af est aussi nul, l’équation (X*’) se 
réduit à 




bx 


20 


et le système des deux parallèles données par les équation* 
(Y”) et (Z*’) se réduit à une seule droite. ’ . 

365. Enfin , \/d‘ — 4q/ peut être imaginaire, alors les 
valeurs de j données par les équations (Y”') et (Z”) 
restent imaginaires dans tous les cas , et U n’est plus 
possible que l’équation puisse construire un système de 
points. 

366. Lorsque ÿ’ — 4^ n’est pas nul, l’équation générale 
peut aussi se rapporter a des lignes droites; pour le dé- 
montrer mettons l’équation (B') , aft. i33, sous la forme 


jr=- 


bx+d ^ Vh-^ac -^/l._^Jèd-^ae) . d^-^qf. 


'-X + 


20 20 ^ ^ 6»-4flC " A>-4oc 

Si la partie qui est sous le radical est un carré , on a 


. /' bd — 2flg \* d‘ — 4 a/', 

^ ac) h' ~ l^ac 

d’où l’on tire 

^ (W— aoe)’=:(4> — 4ac) (j«__4«/)....(A»), 

lorsque cette équation est satisfaite , la valeur de y se 
réduit à 

oc /■ bd — 2 oe\ 

(* - 

et , en ordonnant par rapport à x , ii ' 

t5 
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I P , . , , bd-~3.ae 

y — — I — J±: Kft’ — i^aCjX^ — - - 

\/i*— 4ac 

367. Lorsque l’équatibn (A’) est satisfaite, et que 
h' — est positif , le radical est réel ;• alors il est fa- 
cile de prouver comme dans l’art. 363, que l’équation (C’') 
appartient au système de deux droites qui ne sont pas 
parallèles , puisque la valeur du coefTicient de x donnée , 
en prenant le signe supérieur du radical est différente de 
celle qu’on obtient en prenant le .signe inférieur. 

366. Lorsque l’équation (A’) est satisfaite , et que 
h' — est négatif ; l’équation (B’) contenant un terme 
imaginaire ne peut donner une valeur réelle pour j",. que 
1 , — %ae\ 

lorsqu on fait a: = — dans ce cas^l equa- 

d 


tion (B^) donne jy = 


b- — l^ac 
b (bj — 2 ae) 


20 b^ — 

Ces deux valeurs de x et de jr montrent que l’ellipse 
se réduit alors à un point. 

36c). L’équation (B’J n’a aucune signrficatioB lorsque 
reste imaginaire, quelle que Soit la valeur que l’on donne' 
à X. Examinons les conditions de ce cas , et représentons 
par Px' -|- Qx -f- .B » le polynôme qui est sous le radical 
de l’équation (Ji') , pag._8o , cette équation, étant mise 

sous la forme 


y = —-{bx-l-d) 


_± J/f p(x:+ |x -f . (DO, 


il est certain que si pour toute valeur de x*l’expression 


x> +■ 


R 


est positive, et qu’en même tems P. soit négatif, le poly- 
nôme Px’ -j- Qx 4- P étant alors le produit de deux fac— 


1 
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leurs de diffcrens signes , sera négatif et donnera pour_y 
une valeur imaginaire. Examinon% donc dans quel cas le 
polynôme 


' Qx R 
JC’ 4- — 1 

» -r P -r P 


peut être toujours positif quel que soit x : pour cet effet, 
ajoutons à ce polynôme la quantité 

‘ i. 

4P‘ 4P* ’ 

alors nous aurons 


Qx R 
^’+P" + T'- 



)■ 


R Ç’ 

y 4W' 


Or un carre étant toujours positif, le second membre 

, . . . -r ■ R Ç* 

de cette équation restera toujours positit si —p- — 

donne un résultat positif. Cette condition sera remplie , 
lorsque R H P étant de^mêmes signes , on aura 

R Ç’ 

~F ^ ’ 

on , en multipliant par 4 P‘ 9 

4 PR>Q\ 

Les deux conditions de Pnégalif^t de P el P de mêmes 
signes reviennent à celle de P et P négatifs, donc b con- 
dition nécessaire pour que 7^ soit toujours imaginaire est 
qu’on ait à-la-fois P et P négatifs et 4PP> Q‘- 

R Q' - -r •. 

~P ^négatif, il est 


370. Dans le cas où l’on aurait - 


bien facile de voir que y pourrait avoir des valeurs réelles; 
car représentons cette quantité négative par — le 



aa8 Tuéorib des courbes du second ordre. 
polynôme Px+Qx+R se réduit dans ce cas à 


SIP est positif cette expression sera posltivequand redevien- 
dra assez grand pour que surpasse «*, et si P 

est négatif en donnant à x une valei\r très-rapprochée de 
_ , on rendra le second facteur 


négatif comme le premier ; dans ce cas le polpome sera 
donc encore' positif. 

S71. Si à la place de P, de Q et de P on met leurs valeurs, 
les trois conditions P et P négatifs, iPR> Q\ nécessaires 
pour que y soit toujours imaginaire deviennent 


^ac= nombre négatif 

^ l^af— nombre négatif. 

4 (6*— /^ac) {d‘—W)> [2(W-2ae)]’. 

Cctlc dernière condition revient à 


\/(^b^ — /^ac) {d‘ — af)>bd — üae. 

licrsque ces trois conditions sont remplies , l’équation 
de la courbe n’a aucun!: signification 


(*) Nous avons fait 1 a démonstration de l’art. 667 , sans supposer 
qu’aucune des expresûon» P, Q, H ne soit nulle. Examinons ce qu’d 

arrive lorsqu'il en est .lutrementt 

Sup,K)ions d’abord P = o, la parue radicale \/<)s: + fl de l’équa- 
dop^D’) ne peut être toujours imaginaire; car en donnant une valeur 
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372. Nous .devrions terminer ici l’examen des cas où 
l’équation générale ne se rapporte pas à l’une des trois 
courbes, puisque le cercle dont il nous reste à parler est 
une ellipse dans laquelle le grand et le petit axe sont égaux; 
mais à cause de son importance nous assignerons le carac- 
tère auquel on petit le reconnaître. 

En développant l’équation du cercle, art. 107, bn trouve 

-f- X’ — 2 ctx — 2iSj^ 4* + I®’ — r* = 0. 

En comparant cette équation à Péquation (A'j, pag. 80, 
divisée par le coefficient de j"* , on Voit que l’équatiort 

à X (lu même signe que celui de Q , et telle que le terme ^ Qx sur- 
passe l'autre , l'expression Qx + R sera nécessairement positive ; par 
conséquent la valeur de ne restera pas imaginaire dans tous les cas. 

Si Q et P sont nuis , on tombe dans le cas des art. 363 et 365. Si 
Q seul est nul , et que P et R soient négatifs , l’ex|>ression radicale 

priendra cette forme, — Px‘ — R , et deviendra imaginaire pour 
toute v,'\)eur de x. 11 n’en serait pas de même si , dans ce dernier cas , 
P et R étaient de signes contraires ; car , suivant que R serait positif 
ou négatif, on pourrait , en donnant une valeur convenable à x , 
rendre Px' assez petit ou assez grand p<wr que l’expression qui est 
•ous le radical fût positive. 

Si R et Q sont nuis et quo P soit négatif , l’équation ne pourr» 

' d 

construire (pt’un point dont les coordonnées seront x = o , ^ , 

' ' la • 

si la partie radicale sa réduit à Qx , elle sera réelle lorsqu'on 
donnera à x des valeurs du même signe que celui de Q ; enCu R 
peut être le seul terme nul.; dans ce cas , en écrivant la partie radicale 
de cette manière , Vx(Px + Q), et en donnant à x une valeur 
de même signe que Q , le produit de Q par x sera positif ; et si 
le produit de Px par x est négatif, on pourra toujours prendre x- 
aisez petit pour que ce dernier produit soit au-dessous de l'autre 
et qu’On obtienne une valeur réelle pour la partie radicale. 

On voit que ces condiùons sont les mêmes que celles qui ont lieu ^ 
Iprsqu’aucun des coefliciens n’est supposé nul. 


a3o TnÉORIF. DES COURBES DU SECOND ORDRE, 
générale se réduira à la forme de celle du cercle , si l’on a 

A = O et — = 1 , ou plutôt c = a. 
a 

La condition de i = o fait voir que le'diamètre parallèle à 
l’axe des abscisses aura la propriété de partager toutes les 
cordes qui lui seront menées perpendiculairement en deux 
parties égales, ce qui est la propriété commune à tous les 
diamètres du cercle. 

La condition a = e montre qu’après avoir fait évanouir 
les termes affectés des premières puissances de x et de^, 
l’équation réduite à la forme aj-' + ca’ -J- £, donnera la 
même e^ression pour le grand et pour le petit axe. 

Des points donnés sur un plan , et qui peuvent 
être situés sur une courbe du second ordre. 

373. Connaissant les coordonnées «, /3 ; / 8 ' ; a", iS*; 

/ 3 "' ; a”, de cinq points donnés sur un plan ; il 
peut arriver qu’une courbe du second ordre passe par 
ces points. ^ 

Pour trouver l’équation de cette courbe , nous mettrons 
successivement les coordonnées des points donnés dans 
l’équation générale 

y' + Axy -}- + ^ + ^ =0 (E’) » 

et nous obtiendrons cinq équations pour déterminer les 
valeurs des constantes A , B , C , l) , E , en fonction des 
coordonnées des points donnés. Si , après avoir substitué 
ces valeurs dans l’équation (E''},la transformée est telle que 
ses coefficiens remplissent les conditions nécessaires pour 
qu’elle soit l’équation de l’une des trois courbes du second 
ordre , cette courbe devra passer par les points donnés ; 
mais il est possible que l’on ne parvienne qu’à l’équation 
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de la ligne droite ou du système de deux droites , selon que 
les conditions que nous avops examinées pour ces cas seront 
remplies par les coelllciens de la nouvelle équation. 

Enfin , ces coefTiciens peuvent satisfaire aux conditions 
d'absurdité de l’art. 3 Gg, et alors il n’existera aucune ligne 
comprise dans l’équation générale du second degré qui 
puisse passer par les points donnés. ^ 

374 - Lorsqu’on assujettit la courbe du second ordre à 
remplir certaines conditions , un moindre nombre de points 
Suffit pour la déterminer : c’est ainsi qu’en assignant la 
nature de la courbe et la direction de ses axes, l’équation 
A’x* 4* , n’exige que la connaissance, des coor- 

données de deux points pour qu’on puisse déterminer les 
constantes a et i de l’ellipse qu’elle représente. 

Discussion des équations du second degré , 
appliquée à 4es exemples. 

875. Lorsqu’on se propose de« discuter une équation , 

c’est-à-dire, d’analyser la courbe qu’elle peut faire naître, 
il faut, en général, commencer par examiner la nature des 
quantités , bd — 2oe, — I^af. 

876. Dans le cas ou i’ — ^ac est négatif, si les ex- 
pressions J’ — t^ac , bd — a,ae, d' — l^af satisfont à l’é- 
quation (A^), elle se réduit au . point isolé , «rt. 368 . Si les 
conditions de l’art. 371 sont remplies , l’équation n’a au- 
cune signification ; enfin si l’équation i’ — i^ac-=. nombre 
négatif est seulement remplie , la courbe est une ellipse; 
cette ellipse se réduit au cercle , si l’on a a = cetÿ=o, 
art. 872. 

877. Dans le cas ou — Igic e.st positif, si les expres- 
sions 6* — iiCic , bd — 2ae y — liof satisfont à l’équa- 
tion (A’) , la courbe se réduit au système de deux lignes 


23 s TniiORIB DES COVRBES OU SECOND ORDRE, 
droites qui ne sont pas parallèles , art. 867 ; si l’équation 
(AO n’est pas satisfaite , la courbe est une hyperbole. 

878. Dans le cas ou ô’— l^ac = o , si hd — zae n’esi 
pas nul, la courbe est une hyperbole. Mais si l’on a 
A* — 4"c = o, dd — 2fle=o, il faut examiner cè que 
devient d' — car ces' deux expressions étant nullcs , 
si d’ — t^f nombre positif, la courbe se réduit au 

système de deux droites parallèles , art. 868 ; si 

d' —l^af —nombre négatif , l’équation n’a aucune slgnl< 
£catIon, art. 865 ; et sid‘— 4*2^=°* une ligne 

droite , art. 864. 

879. Pour premier exemple , proposons-nous de dis- 
cuter l’équation 

— 6 xjr +9*’ —y y/» 10 = O , 
la condition i’ — 4°c=o étant remplie, je regarde, art.87S, 
quelle est la valiur de hd — zxie, et comme cette expression 
n’est pas nulle , je conclus qu* la courbe est une parabole. 

Je mets l’équation proposée, voyez l’art. 198, sous 
cette forme : » 

(j — 8 a:)* —y y' J0= o ; 

Substituant les valeurs de a: et de , données par les 
formules (O') ou (M'") , je trouve 

[y (cos 8 sin P ) -f- a:' ( sin p — 8 cos ^ ) 3’ 

’ — a:'* sin ;> I O — y' cos p \o-=zo 

on a vu , art. 198 , que, si les termes renfermés entre les 
crochets sont élevés au carré , on ne peut faire évanouir 
le termes en xy, qu’en égalant à zéro le coefficient de^’, 
ou celui de x’. Égalant donc à zéro ce dernier coefficient, 
j’ai l’équation de condition sin />— 3 cos p =0 , d’où je tire 

, 3 

tang.p= 3 ,séc. p= V to, cosp= — — , sin p-:±: —, 

. y to y ta 
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Substituant ces valeurs dans l'équation 

y>'^ (cos 3 sin pY — x' sinp ^ lo — jr' cosp lo = o , 

à laquelle se réduit la transformée , j’ai 

„ ,3,1, 

IG y'* — ôx ' — y'=o, ou r'* — x' y ~ o- 

10 lo 

On rapportera ensuite l’origine au sommet , en faisant 
évanouir le terme en y'. 

38o. Prenons pour second exemple l’équation 

— 4 ^ + 3a:’ — 4^-0- 
Cette équation comparée à l’équation (A') , donne 
b ' — — 8, bd — 2ae=:i6, d‘ — 

l’expression b’~ l^c étant négative ; j’examine, art. 3^6 , 
si l’équation (A'^) , ou si toutes les conditions de l’art. 371 
sont satisfaites, et comme elles ne le sont pas, je conclus 
(jue la courbe est une ellipse qui art. 376 , ne se réduit 
pas au cercle. 

Substituant dans cette équation les valeurs x-=x' a , 
y=y‘-\-g,^ et égalant à zéro les coefficiens de je 
trouve » = a , /8 = 3 , supprimant les accens. Ces valeurs 
réduisent la transformée à 

— 4^ + 3 ** — 6=0, 

mettant dans cette équaljon les valeurs de x et_y, données 
par les formules (O'), et égalant à zéro le coefficient de 
x'y , j’obtiens 

sin P cos ps=a. (_ sin’ p — cos’ p J , 
la relation cos’ 71 = i — sin’ 7 ? , réduit cette équation à 

ûnp^i — sin* 7 ?= 4 2 . 

Elevant an carré et développant, j’ai une équation du 
4*. degré qui se réduit au second , et donne 


a34 Thi^orik dis courbes pu second ordre. 
s\n'p = i:±: ou plutôt sin'p = { + i — ^ 

• V^ty 

nous ne prenons qu’une des valeurs de sin’y? , parce que 
l’autre appartient au second axe principal ; en effet, ^ 
étant l’angle formé par ce second axe, on a art. aqr, 

sin’ q = cos’ p=:t — sin’ p = j — j — ^ — ; 

y 17 

• en résolvant de nouveau l’équation précédente , on trouve 



adoptant le signe supérieur qui a lieu , lorsque le nouvel 
axe tombe au-dessus de l'ancien, nous substituerons dans 
les cocfliciens de *' et de_y , les valeurs 

cos’/>=i — i— ^ , sin/»cosp=-^; 

V 17 V 17 . . K 17. 

et ia transformée deviendra 

+ + v/T7)*'’=6. 

38i. Prenons encore pour exemple l’équation , 

+ 5xy — 2 x‘‘ = o. ^ 

La relation b‘ — l^ac-=. nombre positif, étant satisfaite , 
je n’ai besoin, art. 377 , que d’examiner si l’équation (A’) 
a lieu, et comme cette équation ne peut être satisfaite , 
l'équation est celle d’une hyperbole que je rapporterai à ses 
axes principaux p^r les procédés indiqués dans l’exemple 
précédent. 

38a. En exécutant ces calcub sur plusieurs équations, 
on reconnaîtra l’utilité des formules générales qui pour- 
raient éviter ces répétitions d’opérations. C’est l’objet qui 
va nous occuper. ^ 
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Formules pour construire les courbes à centre du 
second ordre au moyen de leurs écfuations. 

S83. Si dans l’équation (A') on substitue à x et 

-j- ày, pour la rapporter au centre , on trouvera 


-j- bct 

+ d 


f+ H 

+ « 


x' -j-O/8 
-j- ba.^ 

+ Ca’ 

-j- 

-f- ea 

+ f 


=o....(F^). 


En disposant de a et de j8 , pour que les termes en xt et 
en_^' disparaissent, on aura , 


2 -J- b a -|- d — O • • • • , 

b^ 2£a -J- € O» a • . 


D’où l’on tirera 

xae — db 
ô’ — /^ac 


> 


xcd — eb 
b- — i^ac 



Telles seront les ordonnées du centre. 

Multipliant l’équation (H’) par a , et l’équation (G^) 
par ^ , et les ajoutant , on a 

20 ^’ -{- xba/3-t-2Ca'-f-ea +</j 8 = 0 . 


D’ où l’on tire 

fl/3 + ba& 4- <:«’>= — i d^— i ea. * 

Substituant cette valeipr dans le dernier terme de l’équa- 
tion (F^)', on le réduit à 

. ï C -f- ) +/. J . 

Mettant dans ce dernier terme les valeurs de a de /3, et 
réduisant , il devient 


cd^ — ebd -f- ae’ 



23G Théorie des courbes du second* ordre: 
Par conséquent l’équation (F’) se transforme en 

cd^ — ebd -j- ae’ 


«jf'* -j- hx'y -{- ex'’ -f" 

Pour simplifier, faisons 
c<f* — ahd -f- ae’ 
b* ^^ac 


b'' — Lac 


-\~S — O- 


~\~f — • • • (^0 > 


et supprimant les accens, nous aurons 

N 

oy ' + -f- ex’ -[-•£ z= O. . . . (K’). 

Les valeurs de « et de j3 devenant infinies lorsque 

h' — 4'*c = o, cette transformation n’est possible que 
dans le cas des courbes à centre. Rapportons la courbe à 
ses axes principaux , au moyen des formules (O') , nous 
trouverons 


a siti’ p\ 

x' ’-f-aasi n^cos^ 

x'y+ocos’/Jh 

-|-isin/»cosy» 

— b sin’ p 

—bslnpcosp 

4- c cos’ p 1 

-f- b cos’ p 

4-csin’p 


— 2 . esmpeos p 



+£ = O. 

(L’).; 


Le coefficient de x'jy' , égalé à zéro , donne l’équatioiv de • 
condition 

za sin P cos p — b sln^p -f- b cos’ p— zc sinp cos p = o 
ou 3 sin P cos P {a — c) b ( cos’ p — sin’ p ) = o. 

Or, si l’«n remarque que 

Z sin p cos p =: sin Z p et que cos'p —sin’ p = cos zp 
“ • 

(*) En effet si , dans la fonnule trigonométrique - 

sin (a 'V £ ) = sin a cos & + sin & cos a , on feit 0 = a , on IrotiTc 

sin 3 a = 3 sin a cos a j ' 

de me si , dans la formule cos ( a -4- 0 } = cos a cOS b — sin a sin fr,, 
on fait & z= a , on trouve 

cos a a = cos’ a — sin’ a. 


Digilized by Google 


Formules pour la constr. des courbes*. 287 
on aura 

^ sin s.p (a— c) b cos o , 

d’où l’on tirera 

sin 2 P b h 

= , ou tang. 2 P = •*— ► 

cos 2p a ~-c a — c ^ 

La trigonométrie nous donne ' - 

, , / I . tang. ' 

sec. = V t "H , cos = — — , sin = — r^. 

sec. sec. 

Par la substitution de la valeur de tang. 2p on trouvera 
facilement, au moyen de ces formules, 

sécante ap = 1/^j _i ^ 

' (a — c a — c 

COS2p=- - ..... (M’), 

y (a — c)’+b^ 

—6 

, sm 2p = — ■ — (N’). 

[/ (a — c)’-)-A* 

Mettant cette valeur de cos 2p dans la formule trigono- 
métrique, 

sin’ p=i — ï cos a p (*) *..... (Or) , 

on aura 

sin-p = i — i - (P’) (**). 

(n-c)’+J* 

£n éliminant sin’ p entre cette équation et celle-ci , 

sin’p = i — cos’p, . . 

• 

(*) Il suffit de substituer dans Téquaiioii cos a a = cos* a — sin* a 
la valeur de cos* a =r i — sin* a pour obtenir sin* a = ~ t ^ 

On parvient ai^i à ceue équation par le procédé de Tar- 
ticle 58o. . 


\ 
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on trouvera 

cos- P + L — ....(iOn. 

\/{a — cy + b- 


Si, dans. le coefficient de a/*- de l’équation (L’), on 
substitue les valeurs de sin’ p , de cos’ p , et celle de 
3 sin p cos p =: sin 2 . p , données par les équations (P’), 
(Q’) 5 (N') , ce coefficient se réduit à 


ou a 


3 (o + c) — ^ 


(a — c)’ 4- 

/(« _ cy 4 . i* 


< * *'» • 
î (“ + 0 — J '/(a — 0“ + 


Par le. même procédé on réduira le coefficient de_y'* à 


î’(<? + 0. + 5 + D’- 

Enfin , si dans l’équation (L’) on remplace les coef- 
ficiens de x'- et de par les valeurs que nous venona 
de leur trouver, on aura •' 


■ ^ Cï (« + - ï - cy + 6’] + • 

f A (a -f c) -f J j/ (a — c)‘ -f- b- } E = o. 


Telle sera l’équation de la courbe rapportée aux axes 
principaux. 

384- Pour avoir les longueurs de ces axes, nous ferons 
successivement y = o , a:' = o , et appelant (*) a' et b', 
ce que deviennent te' et y, dans cette circonstance, nous 


(*) I.es lettres a et b avant etc employées pour désigner des coeflicienj 
de 1 équation (A ) , nous sommes forces de représenter les dmtî-axes 
principaux par d’autres signes. 


\ 


) 
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aurons ■ ' 

....(R’) 


i'> = 


a c — v/ (n — c)’ + A’ 

— 2£ 

a + c + V{a — cy-\-b^ 


(S’) 


Cês expressions sont celles des carrés'’ des demi -axes 
principaux. 

385. Si l’on divise l’une par l’autre, on obtienjlra 

a" a c -\-\/ {a — c)* + A’, 
a c — (a — r)’ + 

Ce rapport devient égal à l’unit^ , lorsque la partie 

radicale est nulle , c’est-4-dire lorsque . 

/ 

(a — c)* -f- i* = O. ' 

S ‘ 

Or, la somme de deux carrés ne peut être nulle, à 

moins que chacun de ces carrés ne le soit séparément ; 

donc, dans le 'cas où le radical s^cvanouit ,- il faut qu’on 

ait ” 

> 

O f: (a c)’ =3 O. 

. Ces équations nécessitent celles-ci, , .. j.: -, 


b=z O , a = tf 

■ • ... 

qui expriment les conditions pour que 


a'* 


= t OU «ne a' 

y* ^ 


= b'.' 



Dans ce cas , l’ellipse se réduit au cercle ré.sullat con- 
forme à celui que nous avons présenté, art. Sja, pouf 
ce cas. « 

■ 386. Si i seul -était nul, la valeur de siô* p 'donnée 



a 4 o Théorie des courbes du second ordre. 
par l’équation (P’) se réduirait à zéro ; donc l’axe des 
abscisses serait celui des ordonnées recUngulaires. C’est 
encore une vérité que nous avons reconnue d’une autre 
manière , art. 146. 

a — c 

387. Lorsque 6 n’est pas nul, 1 expression — — ■ - 
^ ^ \/{a-cY^b- 

qui entre dans les équations (P’) et (Q’J est moindre, que 
l’unité , par conséquent , dans le cas où a — c est positif , 
ces équations donnent , , 

“s*p>ï,l 

d’où l’on déduit 

1 .1 

sinp<— — , cos. p>— — . 

t , l/T 

Si dans un cercle SMB ( Fig. y 5 ) , décrit avec le 
rayon des tables , on prend l’arc MB = ^ circonférence , 
l’angle MOB sera la moitié d’un angle droit, donc l’angle 
JW' vaudra l’autre moitié , et l’on aura 

... . 1, aOP* ou aPJW’ = OJW* = I , 

..I. ; ' J 

d’où l’on tirera 

•^OPouP 3 f = - 4 =-. 

1/2 , , _ 

Cela posé la valeur absolue de sin p devant être moindre 

que ) et celle du cosinus devant surpasser ^ :■ • 

il faut que l’angle p soit moindre que l’angle MOB qui a 
pour mesure ^ circonférence , ou surpasse l’angle SOB qui 
a pour supplément l’angle SOQ z= MOB. 

_ On trouverait de même que dans le cas où a — c <sat 

. - . I 1 

négatif , oh a sin p > — cos p < — f et que par 

y' 2 y 2 » 

ccnséquent-i’angjl.e p ddit alors être plus grand que... 
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MOB ~ 1 circonférence , sans cfppixlanl surpasser SOB 
qui a pour supplément SO(^ ■= ^ circonfércnce% 

388. Donnons une application de ce qui précède, en 
construisant la courbe qui a pour équation 

s. y' — i^xy^ + 5 x’ — 3 X = O. 

Je vois d’abord que b' — ac e.st une quantité négative, 
et que bd — 2 ae est une quantité positive ; donc art. SjG, 
l’équation n’est pas absurde, et ne se réduit ni à celle 
du point , ni à celle du cercle , puisque la condition 

(J>d — 2 ae)* = (i* — 4 “<') — 4 "/) j 366 , et 

celles de l’art. Syt ne sont pas remplies. 

Ainsi la condition b' — ac = nombre négatif, qui est 
satisfaite, m’annonce que la courbe est une ellipse. Cette 
ellipse n’est pas rapportée à l’un de ses axes principaux, 
puisque, le terme en xy existe, art. 174- 

Le terme 2x m’indique, art. 164, que l’origine des 
coordonnées n’e.st pas au centre de la courbe. 

11 est facile de reconnaître que l’origine est sur la 
courbe même ; car si l'c^ fait x = o, on trouve y — o. 

Pour déterminer les coordonnées du centre, nous com- 
parerons les coeffic.iens de l’équation proposée à ceu.x de 
l’équation générale des courbes du second ordre (A' ) 
art. i33, et nous verrons que ^ 

c = 2, b= — 4i c=5, d=o, e= — 3,y"=o. 

Substituant ces valeurs dans les équations (D) nous 
trouverons 


a. 



I S 



Une semblable substitution étant faite dans l’équation 
(J’) nous donnera 


18 



TllÉOIUE DES COCliBES DH SECOND OEDHE. 

Au moyen de celle valeur de £ , et de celles des 
coefficæns n , c, 6, mises dans les eqi.aüons (R’) et (S'), 
on trouvera 


= 1, 4 '» = 


3 


2(7 — 5 ) - 2(7 + 5 ) ” 

Réduisant ces valeurs de a'* et de 4 " à un dénomina- 
teur commun qui suit un carré, ou aura 
4 x 5 




■ , lÜ 


4'>=.V 


llonc 


2 y /5 


v/ 3 , 4 ' 




De même l’êquation (P’) se réduit à 

. 1 I i _ -î, — i 

Sin P = â ■% X r a + lo 10 


Pour déterminer la valeur de cet angle p , au moyen 
des tables des logarithmes, on a 

log.sin.7>=Kl°g-''^"’o8-‘,®)=‘Koi9°3o90"0=-Oro48455. 

' * 

Ce logarithme est négatif, parce que le rayon est sup- 
posé égal à l’utiité ; mais si l’on prend le rayon des 
tables , qui est lo milliards de fois plus grand, il faudra 
ajouter la caractéristique lo à ce logarithme, et l’on aura 
9 , 051 545. Ce nombre répond dans les tables des sinus à 

70° 48' division décimale , ou à G 3 " 26' divis. sexagésimale. 

Ayant donc pris pour abscisse une droite a. ^ , et 
pour ordonnée une droite ^=4, je déterminerai le cen- 
tre , par lequel je mènerai une droite qui , avec 1 axe des 
abscisses fasse un angle de 70“ 4® > division décimale , 
et prenant de chaijue côte de cette droite, a. compter 
du centre, une longueur de^y^S, je tracerai le grand 
axe , sur lequel je placerai le petit axe 2 4 ' — ^ \/2, 
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Au moyen de ces axes la courbe sera déterminée et 
placée convenablement. 

389. Observons (jue pour construire la courbe , il suffit 
de prendre des lignes qui soient entre elles dans le rapport 
des précédentes ; ainsi , pour éviter les fractions , je mul- 
tiplierai les valeurs de « et de /8 , de a' et de b' par 100 , 
et j’’aurai 

ai= 5o , 0 = 5o , û' = 5o y/3 , J' — a5 

Prenant ces parties sur une échelle , il sera facile de 
déterminer la position des axes par rapport à celui des x. 

3 go.' Lorsque dans l’équation (K') 

cy’ -f* = O , 

on fait r= O, on trouve 

Celte valeur de ,r est imaginaire lorsque Ë et c sont de 
mêmes signes. On conçoit bien comment une valçur ima- 
ginaire de y peut, dans l’hyperbole, correspondre à .r = o; 
mais quand l’équation se rapporte à l’ellipse , qiie signifie 
cette valeur imaginaire que prend l’ordonnée au centre 
de la courbe.’’ Pour le savoir, il faut remarquer que dans 
ce cas b' — 4 ^c étant une quantité négative, a et c doivent 
être de mêmes signes, et comme, dans l’hypothèse actuelle, 
JEest du signe de c, il en résulte que a, c eiE sont de memes 
signes ; or, dans ce cas , l’équation proposée est absurde : 
en effet , les trois conditions qui doivent être remplies , 
art. 371 , par l’équation (B') pour que cette équation 
soit absurde, se trouvent ici satisfaites; car, en comparant 
l’équation (A' 3 , art. i 33 , à l’équation 

ay‘‘ -|- bxy -|- ex' -f-£ = o, ona<f=o,y=jt'. 

Donc d' — 4 “A * 1 ^’'* réduit à ~j^aE, et b’ — i^ac sont 


« 


a44 Théorie des courbes du second ordre. 
des nombres négatifs, puisque a et Ë sont de mêmes 
signes; d’une autre pari, AJ — 2ae se réduit à zéro. 

D'après ces valeurs de b' — ^ac, de J' — 4 ®/" < 1 ® 

bd — a ae , il sera facile de reconnaître que les conditions 
prescrites dans l’art. Syi , pour que l’équation proposée 
se trouve absurde , sont remplies. 

891, Toutes les cotirbes du second ordre à centre, qui 
ne diffèrent que par le dernier terme , sont semblables. 

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que le rapport 
qui existe entre les carrés des deux demi-axes principaux, 
donné précédemment , art. 365 , est indépendant de E. 

Formules pour construire la Parabole au moyen 
de son équation. 

892. L’équation de condition de la parabole h' — l^ac 
nous donne A = ^ ac. Le signe qui conviendra sera 
celui que A aura dans la proposée ; c’est pourquoi nous 
allons considérer successivement les cas de A positif et de A 
négatif. 

Représentons en général la proposée par 

«r* + + cx' + dy-\-ex +/= o. 

Si nous remplaçons A par la valeur 2 V^ac, qui con- 
vient au premier cas, nous aurons 

f (y y +' + fx +/= O. { 

Les valeurs 

x — x' cos P -—y smp , y x' siii p y' cos p , 

art. 17G ou 291 , étant substituées dans cette équation , 
nous trouverons, en opérant comme dans l’art. lyS, 


*0 
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Formules pour construire la i>ARABOLE. a45 

( sin a -f- cos /jy'c )’ a:" 

«• 

+ a (sln P ^ a 4- cosp y/c) (cosp \/<»— sin p y/c) *'_y' 

-f- (cos — sin p^c) y'^-i-dcos ;sh''-|-<isin;7la:'-^- J~t> 


— « sin />1 4- « cos (T’) 

Si l’on fait sin p\/ a 4 - cos p ^ c z= o , les termes en ac'* 
et en x'y' s’évanouissent , et l’on tire de cette équation 


sin P 
cosp 


ou tang. p=.— — .... (U’) . 


a et c étant de mêmes signes en vertu de l’équation 
i’ = 4<*c ; le second membre de l’équation (U') sera réel 
et négatif, donc sin p et ços p auront des signes con- 
traires, CP qui nécessite l’un de ces deux cas. 

Premier cas. Le sinus positif et le cosinus négatif. 

Second cas. Le sinus négatif et le cosinus positif. 

Dans le premier cas , la trigonométrie nous apprend 
que l’angle doit être obtus , -voyez la note de l’art. 84 <, 
et dans le second, que l’angle p doit surpasser trois angles 
droits; ne voulant pas considérer des angles plus grands 
que deux droits, attendu qu’un angle qui n’excède pas 
deux angles droits peut aussi bien déterminer la direction 
du nouvel axe qu’un angle au-dessus , nous adopterons 
donc le premier cas. 

lit comme la sécante d’un angle qui appartient à un 
angle obtus, est négative, nous aurons 


séc./)= — \/i4- tang.»p = — i 4 _JL= — 


cos p — 


a 


et 


SCC./» Va+c 

c 

tang. p X coup : 
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Siib'itiliiant ces valeurs de sin p et de cos p dans l’équa- 
tion (T') , qui a p^rdu les termes en et en x' y\ 
cette équation deviendra 

àyic-rVa ^,_ (jy/ ^+iyO 

^ a -|- C'' \y /I ^ /? 1/ /ï _L. /î 


\/ a 


V a + c 

ou parce, que le coefficient de étant élevé au carré , 
donne v 

(« + c)’ 


fl -j- c 


=ra+c, 


on aura 


Va+c 

-I£ £ . °±lÇ^) .y+/^o 

Va + c 

Représentons cette équation par 

. + Bx -y Cy +/= o , 


et pour diminuer le nombre de scs termes, supposons 
ys=y y xz=zx' + », 

Et substituons ces valeurs , nous obtiendrons 

yiy^ + iA fi\y +[Bx' -hAp’z=o....(\\'y 

"4” C ' •"!— B » 

+ Cfi 

+/ 

Faisant !i A$ ~f- C = o et A^'‘ B» + Cfi — o , on 
tire de ces équations 

^ .y . c 

*-Tâb^~T’ 
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et l’équation (W") se réduit à 

» 4- Bx' = O. 

Substituant dans ces trois formules les valeurs de A, de 
B et de C, qui sont les cocfficiens de y, de x' et dey' 
de l’équation (V’'), on trouve 

(d^ya+e ^ c)' 

“ = ày^c-e^a 

d a 4" * V ^ 




^ è (a4“ 


.... (Y’), 


{dyjc — e\/«) 

y a-\-c 

ou plutôt 

d \/ c — e r7»'\ 

y'\4 a;'=o (.* )• 

(a4-c)\/a4-c 

Il faut joindre à ces formules l’équation (U’)- 
3g3. Si , dans l’équation proposée , b était négatif , 
ces formules ne conviendraient pas; mais en faisant les 
calculs précédens , dans l'iiypothèse de b négatif, ou trou- 
verait ^ 


(^d^a — e ^cy 


f \/7ÿc 


“ l^{a^)Va+cWc^e^a-t dv 
e c — d \J a 


..{A”), 




c')V o-{-c 
d y/ c e a 




a:' = o. ..(C’O , 


(<j4-c) 1/«4-c 
tang. P ~ ....(D’O- 
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3g4- Prenons pour exemple l’équation 

j' — ^xy + x'~3j=zo, 

qui satisfait à la condition i' = ^ac , sans que hd — 2 ae 
s»U nul, et par conséquent est celle d’une parabole. J’exa- 
mine d’abord le signe du terme en xj , et comme il est 
négatif, cette parabole se construira par les formules f 

(C"), (O). (D”). 

Ayant donc tracé les axes rectangulaires et /iV , 
I-4i- 7y- (Fig, 79 ) , et pris le point ^ pour origine, je mènerai 
le nouvel axe ÀX' en lui faisant former avec l’axe .iX un 
angle/», dont la tangente .sera exprimée par la formule{l)’>), 
qui, SC réduira dans notre cas, à et par conséquent 

sera celle de la moitié d’un angle droit ; je calculerai en- 
suite, au moyen des formules (A’‘), (B»‘) , ((>'), les 
coordonnées a et ^ du sommrt, et l’équation de la courbe 
rapportée à son axe principal, et je trouverai ' 

— ^ 3 

8 V' 2 ’ ~ 4 V' a* 

et 3 


Le coefficient de x' me donnera 


4 1 / 3 


pour la valeur du paramètre ; 

donc , * :/3 : paramètre II J : J ; i ” 1 : a ; 4. 

L’abscisse négative « étant représentée par i , je pren- 
drai AB d’une partie , et la perpendiculaire BD de deux ; 
alors 1) sera la nouvelle origine, et déterminera le .sommet 
de la courbe. Menant donc par le point I) une parallèle 
DG à 1 axe AX , cette droite DG .sera le nouvel axe sur 
lequel je porterai, de D en F , une pirlie égale au quart 

du paramètre représenté par 4 . Ayant ainsi déterminé 

\ 
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Formules four construire la parabole. 249 
le foyer F et le sommet D, il sera facile de construire la 
courbe. 

Si le paramètre eiit été négatif, j’aurais porté le quart 
du coefllcient de x', de D en F\ et la courbe aurait tourné 
son ouverture dans un sens opposé. • 

Sqo. Dans l’iiypolhcse de b positif, le signe de la. tan- 
gente donnée par l’équation (U’) étant contraire à celui de 
J , et la même chose ayant lieu dans l’hypothèse de b né- 
gatif, ainsi qu’on peut s’en assurer en considérant le signe 
de l’équation , il suit de là que lorsque b est positif, 

la tangente de l’angl^^ est négative, et que la direction 
du nouvel axe formé un angle obtus (voyez la note de 
l’art. 84) avec l'axe primitif, et que cet angle devient aigu 
lorsque b est négatif. 

De la détermination des racines des équations 
du troisième, et du quatrième degré , par V in- 
tersection des courbes du second ordre. 

3 g 6 . Lorsqu’un problème dépend de deux équations à 
deux inconnues , on peut considérer ces équations comme 
celles de deux courbes , qui ont les mêmes coordonnées aux 
points où elles sc rencontrent ; par conséquent si l’on éli- 
mine jy, la valeur de x sera l’abscisse du point d’intersec- 
tion. Prenons pour exemple ce problème : 

Trouver un cube double d'un autre. 

Représentons par a le côté du cube donné , et par x celui 
du cube que l’on cherche, nous aurons l’équation 

= 2fl’, ou plutôt = 2«’a;. 
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Supposons x'= py , et substituons rette valeur dans la 
prorposcc , il en résultera cette seconde équation 


2 

r* = X . 

. . ^ r 

' Pour construire ces équations, ayant tracé les axes rec— 
Fij. 8o. tangulaires ÀX, AY ( Fig. 8o ) , le point A sera le 
sommet de deux paraboles , dont l’une aura AY pour axe 
des abscisses, et p pour paramètre, et dont l'autre aura AX. 


pour axe des abscisses, et 


P' 


■ pour paramètre. 


L’ab.scisse du point où ces paraboles .se couperont, sera 
le cùté du cube demandé. 


3gy. En général , une équation à une seule inconnue x 
étant donnée , on pourra la considérer comme le résultat 
de l’élimination dejE entre les équations de deux courbes 
qui ont x et y pour coordonnées; lorsque ces courbes sont 
du second ordre , la proposée ne pourra surpa.sser le qua- 
trième degré. Comme il existe une rnultitiiflc d’équations 
du second degré , (jui par l’élimination peuvent donner la 
proposée , les plus simples seront préférables ; on se con- 
duira pour leur choix , comme dans l’exemple suivant. 

Soit l’équation x'i — px'“ — gx — r=o, je prends 
arbitrairement l’équation. 


= (E’O, 


qui est celle d'une parabole, de laquelle je tire la valeur 
de x’, et la mettant dans la proposée, j’obtiens 


— pay — qx — r~ o , 


ou plutôt 

J’ — 


Fr ^ 

a o' 



(F-. 
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Intersect. des coure, du second ordre. aSi 

Cette équation est encore celle d’une parabole. 

L’équation (E'“) n’offre aucune difficulté dans sa cons- • 
truc tion ; car elle est celle d’une parabole M'AM''^ qui 
ayant son sommet à l’origine A (Fig. 8i ), a pour axe des Fig. 8i. 
abscisses * pour axe des ordonnées yfX, et dont le 
paramètre est a, 

La construction de la courbe donnée par l’équation (F”) ' 

s’exécutera lorsqu’on aura fait dépendre cette courbe d’une 
équation plus simple, ce qui demande quelques prépara- 
tions : pour cet effet, soit en général l’équation 


+0' + *==o*-*(G”). 

L’algèbre nous apprend (*) que si dans cette équation 
on substitue 






(*) Pour le démontrer , ayant divisé par a cette équation , je fais 
r = *t- « ) et elle devient 


y""-^m aC\ y""-' + i m (m— i) «’l j""-’ + etc. 


+ 


+ i) 

b > b 

V3 -f- — (m-t) 


-|- etc. 


+ 


etc. 
-f- etc. 


On peut déterminer la quantité arbitraire a en égalant à zéro le . oeffi- 
cient dey^"> * , ce qui donnera . 


]>ar conséquent 


b 



I 

A 

V 
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a5a Théorie des courbes du second ordre. 

on obtiendra une autre équation en y' du même degré, 
, mais qui ne contiendra plus la puissance m — i de l’in- 
conniie. D’après celle remarque, ou pourra donc faire 
évanouir le second terme de l’équation (F") , en sup- 
posant ^ 

+ .... (H’O, < • 

et l’équation (F") se réduira à 


y" 

■ou plutôt à 


;»• 


9^ 

ai 




^ _ , P’ +4 r\ 


y'‘=~^-‘-- (J’O- 


En faisant 


. P’ 4- 4 c 


1 équation (1”) construira la même courbe que l’équa- 
tion (ï’*), mais avec une origine différente. 

Pour former cette courbe , l’équation (H") nous don- 
nant 

j'-y=s 

Fifi. Si. on voit (Fig. 8i) que toute ordonnée Pitfde l’équation(F")* 
diffère de de l’ordonnée QM de l’équation (I”), qui 

correspond à la même abscisse AP. Or , l’axe AX étant 
relatif a l’équation (F’‘), si à une distance AA' = 
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Intebsect. des coubb. du second ordre. a53 
de cel axe , on mène une p.ir.illèle A'X' , toutes les ordon- 
nées construites d’apres l’équation (F”) , se trouveront 
. P . 

raccourcies (*) de ; on voit de même , que puisque 
ua 


, , P' 

-iT’ 

chaque abscisse x' doit différer de x d’une quantité 


P’ + 4^ 

4? 


= A> A". 


Le point A'^ sera donc l’origine des x'. Ayant construit 
la parabole sur l’axe A"X' au moyen de l’équation , 
cette courbe considérée relativement .à l’origine A, aurait 
été donnée par l’équation (F'‘) ('^*). t 

Donc, si l’on élimine entre les équations(E’‘) et (F”), 
les abscisses AP ^ AP'\AP", AP'" seront les valeurs de x 
communes aux deux équations (E’*) et (F’“), et par consé- 
quent seront les racines de l’équation 

x'> — px* — qx — r = O. 


3()g.»Si les courbes ne se rencontraient pas en quatre 
points , l’équation proposée aurait des ratines imagi- 
naires. 


4oo. L’intersection de la ligne droite 


et du cercle nous 


P 

(*) Elles seraient alongées de — > si cetU quantité était r.ég.itive, 

•la 

cl le nouvel axe tuiiiberait au-dessous de AX* 

(*•) On voit que la eonstnicüoii de la courbe sur Taxe AXj au 
moyen de l’équation (F^') , se rétlnit à changer d’axe pour construire 
la courbe avec une équation plus simple , et ensuite à reprendre Taxe 
AX ■) et l'équation qui s'y rapporte. 



a54 Théorie des courbes du seoohd ordre. 
a servi, art. 58 . . . 65 , pour construire les équations du 
second degré; les intersections des courbes du second ordre 
suffiront pour construire les équations du troisième et du 
quatrième degré. 

a . , . a 

Ainsi , pour construire y/ a , je supposerai ± = y a , 
donc**=a. Cette équation étant de la même forme que celle 
que le problème de la duplication du cube nous a donnée, 
art. 38 g , se résoudra de la même manière, en prenant 
pour la seule racine réelle de x l’abscisse du point d inter- 
section de deux paraboles. 
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PRINCIPES FONDAMENTAUX 

#' DE LA 

GÉOMÉTRIE AJNALYTIQÜE 

A TROIS DIMENSIONS. 


De la manière dont on peut déterminer la 
position d’un point dans F espace. 

\. 

4oi. Lorsque les lignes ne sont pas assujetties à être 
clans un même plan , on ne peut cléterminer leurs points 
successifs que par des procédés plus généraux que ceux que 
nous avons employés. 

Pour cet effet , concevons trois axes .efX, AY , AZ , 

^ (Fig. 8g) formant entre eux des angles arbitraires , que Fig. 8g. 
pour plus de simplicité nous supposons droits ; si l’on 
pi'end sur l’axe AK. une droite AP = x, et qu’on mène 
par le point P une parallèle PQ= y à l’axe AY, et par le 
point Q une parallèle QM z It l’axe AZ , la position du 
point il/ sera déterminée lorsqu’on aura assigné des valeurs 
connues a x , a et à x. Ces lignes x, jj" , z sont les coor- 
données du point il/. Si l’on donne a x, k y et à jr les 
valeurs particulières a , c , les équations du point dans 
l’espace seront 

x=-.a, y —b., z—c. 


< 
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256 Géomi*tr. analtt. a trois dimensions. 

4r>a. L’ordre dans lequel on prend ces coordonnées est 
arbitraire: par exemple, en menant toujours ces roordon- 
Fig-go- nées parallèlement aux axes, on pourrait faire (Fig. go) , 

AF=z, FQ'=y, Q'M^x, 

F*g- 9'- ou (Fig. 91 ) , 

AP=y, PQ' = z, Q'M=x, 

\ 

et l’on déterminerait également le point M, 

Des plans coordonnés. 


4o3. Faisons passer trois plans , le premier par les axes 
des X et des J, le serond par les axes des x et des.t, le 
troisième parles axes des y et des z ; ces plans seront les 
plans coordonnés. Pour les distinguer entre eux , on 
nomme le premier le plan xy , le second le plan xz, et 
le troisième le plan 

4o4- Ces plans divisent l’espace en huit parties, dont 
quatre sont situées au-dessus du plan xjr , et quatre au- 
dessous. 

Un point sera situé au-dessus ou au-de$.sous du plan 
xy , selon que la coordonnée z sera positive ou négative ; 
les signes de x et de y détermineront ensuite quelle est 
celle des quatre régions supérieures ou inférieures , à 
laquelle le point appartient. Soient pris par exemple, 
Fig. 92. ( Fig. 92 ) quatre points il/, ,1/', il/", M'", situés chacun 
dans l’une des quatre régions supérieures, et ayant les 
mêmes valeur; absolues des coordonnées x , y , s : nous 
aurons 
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Des plans phojetans- 




pour le point A/ , AP PQ =+y> Q M =-\-z , Fig. 93 . 
pour le point Ai', AP— — *, PQ' ==-\-jr, Q'M' =-j-z , 
pour le point Ai", AP =-^x, P Q" = — y, Q" M" =3-f-z , 
pour le point Ai'", AP— — x, P Q"'= — y, Q"'M"'=-\-z. 

Des projections d’une droite située dans Ves- 
■ pacc , et de ses plans projelans. 

405. Si de tous les points d’une droite MM'" (Fig. g3), Fig. gS. 

située dans l'espace, on abaisse des perpendiculaires 

MQ , M'Q' t M"Q^' , M'"Q'", etc., sur l’un des plans 
coordonnés que nous supposerons être le plan xy , toutes 
ces perpendiculaires seront dans un même plan. La chose 
est évidente si l’on ne considère que deux de ces perpen- 
diculaires ; mais s’il y en a trois , A/Ç, Ai'Ç', Ai"Ç", 
il faut prouver que le plan des droites MQ, M'Q' est 
le même que celui des droites Ai'Q', M"Q" : c’sst ce 
qui est facile, car la droite M'M^ qui est le prolon- 
gement de MM', est à-la-fois dans le plan MQ' et dans 
le plan M'Q" ; la perpendiculaire A/'Ç' est aus.si dans 
ces deux plans, parce que cette droite en est la 'com- 
mune section. Or, deux plans qui ont deux droites com- 
munes doivent se confondre. On prouverait de même 
que toutes les autres perpendiculaires sont dans le même 
plan. { 

406. Le plan MQ'" qui contient toutes ces perpendicu- 

laires , porte le nom de plan projetant, et sa commune 
section QQ'" avec le plan xy, est la projection de la droite 
sur ce plan. _ 

Cette projection QQ"'peiit être considérée encore comme . 
la droite qui serait formée par les pieds des perpendiculaires 
abaissées de tous les points de la droite MM'" sur le 
plan xy. . , 

*7 


Digitized by Google 


s58 Géométi». analtt. a thois dimensions. 


407 . Cf que nous (lisons du plan xy pouvant s’appliquer 
aux plans yz et xz, on pourra détenniner les projections de 
la droite MM'" sur ces plans, en abaissant des perpendicu- 
laires de tous les points de celte droite sur chacun des plans 
yz et xz. . 

Les extrémités des perpendiculaires il/Ç, M'Q', 
etc., étant terminées par la droite MM’" et par 
sa prt'.jertion Q(^’" , il suit de là que^ces droites il/M'" 
cl (JQ'" sont situées dans le plan Qü/"', qui, art. 4o5 , est 
coiniuiin à toutes ces perpendiculaires. 

I.e plan projetant a donc la propriété de contenir la 
droite, donnée dans l’espace et sa projection. Celle pro- 
jection pouvant être sur l’un quelconque des plans coor- 
donnés , il y aura donc trois plans projetans , respecti- 
vement perpcndlculairrs à chacun des plans coordonnés. 

4oij. Puisque la droite donnée doit se trouver dans un 
quelconque des plans projetans, il est évident qu’elle sera 
la commune section des trois plans projetans. Or, cette 
commune section étant également déterminée par la ren- 
contre de deux des plans projetans , il en résulte que pour 
Fig. 94 .^'*^'' ^ position de la droite KL (Fig. cj4) dans l’espace , 
il suiïit de donner deux des trois plans projetans. 

> , 
Des équations d'une droite située dans 

l’espace. 

Fig- 04‘ Prenons arbitrairement sur une droite A'L située * 

dans l’espace , un point A/ dont nous représenterons le» 
coordonirées par x, y, c; abaissons de ce point M une 
perpendiculaire A/Ç sur le plan^x, le pied Q de celte 
perpendiculaire sera un point de la projection de la droite 
KL sur le plan xz. Or, le point Q est déterminé .sur le 
plan zx par les coordonnées AP et PÇ , qui sont précisé- 
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Equation d’une droite dans l’espace. âSg 
^lent les coordonnées z tlx du point M. Donc ces coor- Fig. 94 . 
données z et x du point M ont la propriété d’appartenir 
aussi au point Q de la projection de la droite KL stir le 
plan zx. Ce que nous disons du point M pouvant s'ap- 
pliquer à tout autre point de la droite KL , il suit de là 
que les coordonnées r et * sont liées entre elles par l’é- 
quation de la projection de la droite KL sur le pian zx. 

Cette projection étant une ligne droite située dans le 
plan zx, si nous représentons son équation par 2 =aar-j-a, 
les coordonnées r et x d’nn point quelconque de la ligne 
droite satisferont donc toujours à cette équation, ou ce 
qui est la même chose, l’une des coordonnées étant don- 
née , cette équation déterminera la valeur de l’autre. 

411. On prouverait de même, en abaissant une perpen- 
diculaire MQ' sur le plan zy, que les coordonnées 

uiP-=z^ PQ' = y à' un point j>/ de la droite KL sont 
liées entre elles par l’équation z =z ly 0 , qui est celle 
de la projection de la droite KL sur le plan zy. 

4 1 2 . Enfin , en abaissant du point M une perpen- 
diculaire HIQ" sur le plan xy, il serait facile de s’assu- 
rer par le même procédé que les coordonnées x et j- d’un 
point quelconque de la droite KL sont^ liées entre elles 
par l’équation de la projection de cette droite sur le 
plan xy. 

413. Deux de ces trois équations suffisent pour déter- 

miner la troisième. En effet, les coordonnées x , y , z ap- 
partenant à un même point de la droite KL, si l’on élimine 
z entre les équations x = ax-f*“> ^ = + on 

trouvera 



Celte équation , qui est du premier degré , exprime la 
relation qui existe entre les coordonnées x et , et par 


i 


t- 
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a6o GÉC'MÉTR. ANAI.TT. A TROIS DIMENSIONS, 
conürqnenl doit ^tre celle de la projection de la droite 
sur le plan xy (*). 

4.1 4- résulte de ce qui précède , que lorsqu’on donne 


(*) Si l'on m avait encore qurlque doute , rcprétentont nar 

Ix + H r«|uation de la projection sur le plan il e*l facile 
de prouver que cette Aquation est identique avec l'^uation 


y- 



« - * 


b ■ 


Pour le prouver , soient x\ y, a', et x",jr", j", les coordonnées de deqx 
points de la lirne droite^ res coordonnées devant satisbire à-la-fois à 
ces deux équations , nous avons * 


y=A/+B,y=-^x+—^j y"=Ax"+B,y= 



On tire par réllraînation àey* et àtj'' 



Retranchant cea équations (i) l'une de l'autre , on a 
(.4 --^)(x' — *")r=o. 

Let coordonnées x' et r" étant par hvpothèae inégalea , cette équation 
ne peut être satisbile que lorsqu’on a 


A-- = oi 

c'est-à-dire 

a 

A = 

b 

Celte valeur réduit l'une des équations i) à 


ce qui donne 
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' Problèmes sur la DHoi-re dans l’espace. 261 

Jeux des équations des projcrtions , la position de la droite 
doit être fixée dans l’espace. En effet, si sur les plans 
coordonnés qui renferment ces projections , on mène 
deux plans perpendiculaires , ces plans seront les plans 
projetans. Or, nous avons vu , art. 4og , que par leur in- 
tersection ils déterminent la position’ de la droite dans 
'espace. ■ - •' 1 

4i5- Les équations des projections d’une droiu dans 
l’espace .sont appelées ses équations. 

Solution de divers problèmes relatifs à la ligne 
■ " droite dans l’espace.- ■ . ■■ 

•».•••• .1 ^ 

I Problème premier. 

4ifi. Trouver les coordormies du point où la droite qui m 
pour équations ^ ... 

x=az-\-a, 

rencontre l’un des plans coordonnés. 

Si ce plan coordonné est le plan xy , on fera o , 
et l’on obtiendra x = *., yz=zg, pour les coordonnées de ce 
point. 

Ce même procédé s’appliquerait aux autres plans ; mais 
il faut observer qu’il faut alors avoir l’équation de la troi- 
sième projection. Pour l’obtenir on éliminera z entre les 
équations données de la droite , et l’on trouvera 

h 

.y — (3= — (* — et). 

Si l’on fait donc y = o , les deux équations qpi contien- 
‘ nent cette variable donneront ' 



* 


t 
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36s, GÉOMÉTR. AMtYT. A TROIS SIMKNSIORS. 
pour les coordonnées du point où le plan zx est percé par 
la droite. Enfin , en faisant x = o , on trouvera de inéine 

« b 

a ’ ^ O * 

pour les coordonnées du pqint 04 la drolu perce le 
plan zj. 

’’ ■ P R O B r. É M E II. . -, 

Trouver les équations d’une li^ne assujettie à passer par un , 

• " \ 

417. Soient e', les coordonnées de ce point. Les 

équations de la droite donnée étant 

■ _ 'r • V ^ ^ 

<3? - ■ I HZ 

y—bz^».... ib), . 

puisque les coordonnées satisfont à ces équations^ 

on aura < 

\ X I az ■ I ■ tt. • . • ( ^ f • . 

. t=bz' f;.... ( d). . • ■ - 

Mettant dans l'équation (ojla valeur de « tirée de l’équa- 
tion (c) , et dans l’équation {b) la valeur de g, tirée de 
l’équation {d; , ce qui revient à éliminer a el g entre ces 
équations , on obtiendra 

X— x' = «(«— x'), y—y=b{z—z').... (e). 

Problème III. 

4 t 8 . Trouver les èquatSons de la droite assujettie à passer 

par deux points. • 

Soient x',y, z', et x'/,y", z", les coordonnées de 
ces points ; assujettissant la' droite à passer par le point 
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pROBXtUES SUR UA DROITE DAÎ«S l’eSP VCE. 26} 


x' ) on trouvera les équations 'e]; ces équations de- 
vant être satisfaites par les coordonnées y'', z'/, en 
mettant ces <i.aordonnées à la place de x, de et de x, 
ces équations (e) deviendront 

x» — x' — a r') , y—y'zzz-h {z'I —z' ) ; 


d’où l’on tirera 



Substituant ces valeurs dans les équations (e) , on aura 
pour les équations de la ligne assujettie à passer par deux 
points, 



{z—z'), 


y— y' 


y”-f 

zH — z' 


( z — z' ). 


Problème IV, 

Trouver la condition nécessaire pour que deux droites 
données dans l'espace se rencontrent. 

• t ■ f ' 

Soient les équations de ces droites , 

x = oe-f-'a, j = é r 4- ]5 
x = a'z-i- et', yszst'z /3' .. .. .p).-'' ’ 

Les coordonnées doivent être les mêmes au point de 
^encontre Eliminant donc les trois variables r, entre 
ces quatre équations , on trouvera d’abord , en retranchant 
les équatior» (gj des équations 'J") , 

' (a — a' yz -{- • — «'“O •..(A), ‘‘ 

( ê — i' ) X + E— ;3' = 0 . . . ( I ) ; 

et en élkninant z entre les 'équations (fc ) et (i ) , on ob- 
tiendra 

(•'—«) ( b ' — — ( |8' — ^ ) ( o' — O.) = o. 



aG4 Gif.OMÉTR. AKAtTT. A TROIS DIMENSIONS. 


Telle est la condition necessaire pour que ces droites se 
rencontrent. 

4 * 0 . Si l’on substitue la valeur de z donnée par l’équa- 
tion 'h ) , dans la première des équations (J) , et la valeur 
de Z donnée par l’équation ( i ) dans la seconde des équa- 
tions (/ ,, on déterminera les coordonnées x cty du point 
d’intersection. Si l’on y joint l’expression de z donnée 
par l'équation (A), les coordonnées du point d’intersection 
«eront 



a — a' 
b — b' 


+ « “ 
+ (3 = 


a af —a'a. 


b^'— b'$ 

~T^ÿ~ ’ 



4*1. Lorsque a' =a, et que bz= b' , ces valeurs de- 
viennent infinies. / . 

Par conséquent les droites se rencontrant à un^ dis- 
tance infinie , sont parallèles. Ainsi, pour' que deux droites 
dont les équations peuvent en géncràl’étre représentées par 
les équations (J) et {g), soient parallèles., les .conditions 
de ce parallélisme sont axx a' , b = b'. 

■ Problème V. 

4*2. Par un point donné x',y, mener une parallèle à 
la droite , çui a pour équations x=a'z-i-a , jr=b'z-\-iS. 

Cette droite étant assujettie à passer par le point x',j'fZ'f 
a des équations de cette forme 

x~ a/— o(r— z') , J— (z— z'). 

Pour exprimer la condition du parallélisme , nous ferons* 

a=:a'f bx=b'f " ' 


Problèmes sûr' la droite dans l’espace. a65 
et nous trouverons pour les équations, de cette droite 
*-x'=û' j—y=b' 

P R. O B L Ê M E V I. 

f 

4 a 3 . Trouver la distance de deux points dont les coordon— 

~ ■ nées sont'x-t, z', et x", y'’, ’zH . 

Soient M et M' ces points (Fig. y5) , Fjg. 

AP^xH, PQ~yii,qM-z«, AP=x', P'Q'=j', ÇM/'-z', 

leurs coordonnées. , . _ ■ " 

Ay.int tire les droites QQ' , MM' , si du point M le 
moins élevé ait-dessus du plan xy on mène une perpendi- 
culaire /V/iV sur l’ordonnée M'Q', le triangle rec- 

tangle en N donnera 

MM'^ =M'N'+'MN% 
ou MM'^ — {z'—z'iy+QQ'\ 

Le triangle QLQ' rectangle en L , donne 
QQ'^z=QL'~\-Q'L-, 

ou ÇQ'^= ( x' — x"y -}■ Ct' — )*• 

Substituant 

. • l • . * • 

MM'>=[z' - z« y+{x'- xH )’+ ( r'^yfy .... (y ) ,• 
et par conséquent ' 

MM' = {/{x'—xXy + iy' —y " ;> -f ( r' — z" J’ , 
expression de la dtsfàhce''de deux points M, M'. 

424. Si le {Toint M' coïncide avec A (Fig. 96) MM', de- lïg- 96» 
vient AM, H les coordonnées du peint étant nulles, on 
AM' z' ■•/... i]i). '' ' 


s66 GÉOULTR. AKALYT. a trois DIMEMSIOKB. . 


■' ’ Théorème. 

■ V 

42Ô. La somme des carrés des cosinus des angles a, /S, y, 
qu'une droite fuit avec les axes coordonnés , est égale à 
l'unité. 

Soient toujours x'^ y\ z\ et les coordon— 

né-s (les points M' et M par les<]iiels passe une droite 
F«;. {( 5 . MM' (Fig. 9-'>J ; l’angle que retle droite fait avec l’axe 
(les J- étant y , et JM' Q' étant une parallèle à çe| a'xe , 
l’angle Î 17 ' = y ; et comme l’angle N est droit , on a ^ 
ilf'A = MM' ros M ' , ou r' — = MM' cos y. Par la 

nu'rnc raison’, en menant deux ordonnées x' et x" sur le 
plan jrr , et (leux autres y et yf srir le plan xz , on proü- 

T«rait_ qne r' — stx. MiL.. cos C , et que 

x' — x" = 3IM' cos a. ' 

Substituant ce; v^euts' dans l’équation (j) , on ob— 
lient 

MM' '■x=MM''‘ cGs’ <^os’ 5 cos,’ 05 

et en divisant par MM''^ j. ... 

cos’.y -j- CO»’ C -j= CO»’/» = J. . , 

ProblÈmeVH. 

426. Trouver le cosinus de l'angle formé par deux droites 
qui se rencontrent dans l'espace. 

Soient “ _ • 

xz=az + # , y..— bz ^ , 

; r • x=xa'z-lr»!, 

F‘g- oC.dsi équations de ces dooêtcs.Hienons par Forigine (Fig. 96)4 
deux droites paraUçl*a dfoi.tes ; les équa- 
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tiens de AL et de AL' seront 


se = az , yzszhz 

• xszsa'z, yszsh'z. 

Les droites AL et ÂL' Tornihnt entre elles le même anele 
que les droites donrtées,4a' question se réduit à trouver le 
cosinus de l’angle LAL'. . 

r . Pour cet effet , prenons, des parties AM , AM' égales à 
runlté,et menons jlLV', nous aurons dans le triangle^LT/ili' 
cette relation 

‘ MM' * = AM’ + y/il/'> — 2 AM. AM' cos MAM' (*) , ^ 


donne 


cos MAM' = 


AM'-\.AM'’—MM'^ 




s. AM . AM' 

En’ représentant toujours par rr' les coordonnées Fig. g6« 

du point M' , et par z'* celles du pomt il/, nous 

aurons, art. 4^3, 

' ' MM'’ = (x'—xHy-ir (y —y"y + .( ^' — -e" )* 
z=x'’-\-y”-\-z'-’-\-xll’-\-y"’-^[-z"’ — x'^x'x" -\-y'y" -\-z'z")^ 

et, en observant que AM' exprime la distance âu point 
x' , y'.,z' au point../ dont les trois coordonnées sontnuUesÿ 
l’équation {k) nous donne . , 


AM'’z=x'’+y‘+^'\ 

*■ ■ ■ . ■ ■ ' ■ — ' ■ ■ ^ ' ' 

(*) Pour démontrer cette proposition de trigonométrie , de l'une des 
«uemités de MM' (Fig. 97}, abaissons la perpentUcultdre if/iVFig.97. 
sur le cité opposé , nous avons , / . ' 

MN = AM sin yt, AN ^AM cos A. 

Substituant ces valeurs dans l’équation 

MM'^ = MN’ 4- ( AM- — AN)’, 
taisant sin» A+ cos’w/= t j et réduisant, ou obtient 1a valeur de 



a68 GéoMéTB. analtt. a tbois dimension»^ 

Tig-gS. de même ■ - 

AM' —pc"‘+f'-\- z"'. 

En substituant ce* valeurs de MM'', de AM'' et de AM* 
4ans l’équation (/), on réduira cette équation à 

2 AM. AM' > 

et k cause que AM = AM = i, rette équation deviendi» 

cosMAM'i=x'x’' +y'ÿ^^z’z>'. . 

Cela posé, le point x", y”, z", étant pris sur la droite AL 
qui a pour équations x ~ az , y = Iz, on aura 

x"=:az", y'l = bz". 

De même, le point x', y" , z', étant sur la ligne AL', les 
coordonnées x!,y',z', satisferont à ses équations, et l’on 
aura ,, 

x' = a^z' , y* = h'z' . 

Substituant ces quatre valeurs de x', àz y , de x" et ôey", 
on trouvera . .. 

^s MAM' = ( aa' -\- bh' i ) z'z'l . . . (m) 

Cherchons maintenant les valeurs de z' et de z^, en fonc- 
tion des ro^.^tantes a et i. 

On a entre les coordonnées du point M' les trois équa- 
tions 

x’ = az', y' z= bz' ^ x''-\- y'’^ z" = t. 

Sub.stitiiant dans la troisième e'quation les valeurs de x' et 
de y' tirées des deux premières , il vient 


e'’ (o’4- i’-f- 0 = I d’où e'= 
Par un même procédé on trouvera 


-j- ù’-i- 1 
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Substituant ces valeurs de z' et de z” dans l’équation (m), 
on obtient enfin 

cosMy 4 M'= . _ 

y 1 y a'’-|- 

expression du cosinus de l'angle formé par les droites qui 
ont pour équutions xz=az-^-le, jr= bz-^p, et x=a'z-{-^' j 
jr = b'z + P'. 

4.27. Si l’angle est droit, cos Jl/.< 4 iVr'=o , donc 

alors aa'-\- W'-f- 1=0. 

ProblêmeVIII. 

428. Trouver les cosinus 'des angles quune droite qui passe 

par V origine fait avec les trois axes rectangulaires. 

Ce problème est un cas particulier du précédent ; c’est 
celui où une des droites AL, AL' ( Fig. 96 ) , coïncide Fig. 
avec l’un des trois axes. Supposons donc que la droite AL', 
par exemple , se confonde avec l’axe des z ; cet axe , qui 
est l’intersection commune des plans xz êt zy , est lui- 
même sa projection sur l’uii de ces plans : or , dans les 
équations X = û'r , e\.y—b'z, de la droite a' et h' 

sont les tangentes trig. des angles que les projections de la 
droite sur les plans des xz et des zy forment avec l’axe 
des z ; et comme nous venons de voir que les projections 
et la ligne projetée AV se confondent avec l’axe des z, 
il en résulte que ces tangentes sont nulles ; celte hypoUièse 
réduit l’équation (n) à 

cos MAZ = (0) 

y a i'-j-i 

expression du cosinus de V angle que fait avec l’axe des z, la 
droite qui a pour équations xzxaz, y xz bz. 


+ W'4- 1 
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. g6. Si la droite ÂM' se confond arec l’axe des x, elle se 
trouve dans la commune section des plans xe et xy, cl par 
conséquent se confond avec ses projections sur ces plans ; 

alors l’équation x-=z.a'z mise sous cette forme z'= — ^ x, 

donnant — - pour la tangente irigonométrique de l’angle 
que la projection de la droite AM' sur le plan xz forme 
avec l’axe des a:, il résulte de ce qui précède que = o ; 
de même l’équation de la projection sur le plan xy étant ('*') 

h' , , . • 

y= — ^ 1 O*' conclut par le meme raisonnement que 

V 

— = o. Cela posé , divisons l’équation (n) par a' , nous 


, trouverons 


^ a’ ^ a' 


l/i-f 0*4-6’ I 


/j't 


effaçant les termes qui sont nuis, cette équation deviendra 
/ a 


cos1iïAX:= 


■Cp') 


4” o’ + 

expression du cosinus de l’angle cfue fait avec l’axe des x 
une droite qui a pour équations x — az, y= hz- 
Enfin on trouvera par le même jurocédé 

h 


cos MAY 


W 


\/ 1-|- 

expression du cosinus de T angle que fait avec l'axe des y 
une droite qui a pour équations x — az, y = bz. 

(*) CetU! équation se tire des éqnat oru x == û'ï, y zzlti., eu é mi - 
nant X. 
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l 

« 

Seconde solution du Problème vin. 

42 g. On peut démontrer les formules précédentes à 
priori , de la manière suivante , 

Soient æ, j, r (Fig. g 8 ), le? roordonnées AP, PQ, QM, Fig. gS. 
d’un point 31 de lu droite AM, et x^az-, y~hz, les 
équations de cette droite. Si par le point M on mène en P 
une droite MP, cette droite se trouvant dans le plan 31QP 
formé par le z et, le j du point M sera dans un plan per- 
pendicnlaire à l’axe des .r , donc l’angle AP3I sera droit ; 
et nommant a 1 angle 3tAP , l’on aura par conséquent 
celle proportion 

I : cos a ; : AM : ap ; 

donc 

AP X 

cos a = --77^ = — • 

Par un même raisonnement on trouverait 

VJ ^ 

cos s = — - ■■■ ■ , cos y =: ... . . 

[/x’-f-y’-f-z' 

Mettant au lieu de a: , de et de z leurs valeurs tirées des 
équations x = az , y=:bz,et divisant par z les deux 
termes de chaque fraction , on trouvera les expressions 
C®) ) C/0 > (?) 5 Je l’article précédent. 

ProblêmeIX. 

43o. Connaissant les cosinus des angles que forment deux 
droites avec les axes coordonnés , trouver Fexpression du 
cosinus de Vangle qui est compris entre ces droites. 

Soient «, g, y , les angles que la première droite forme 
avec, les axes des x, dcsj^ et des z\ et af , les angles que 
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la secomle droite forme avec les axes des x, des y, et des z\ 
et (p l’angle rjuc ces droites forment entre elles. * 

Les équations de ces droites étant représentées par 

x = ar:r-j-K, x:=a'z-\-a' 

y = ds-i-fi, y = b'z+fi', 

on aura , art. 4^8 , \' 

0-4 r 

COS«= . cos ... COSy= . 

V i+o‘-l-4*’ V i-t-o’-t-4* ^ 

a' . h’ I 

COSe' = J COS»'= « COSy= — --- 

V/ i+û''+4'' y i+a'-+3*’ 

en multipliant par ordre les termes correspondans de ces 
deux lignes, on trouvera 

aa'~ cos a. cos «' i-j- a’-+- 4* V^i-{- o'*-j- 4'* 

44'= cos /8 cos /8' y i-|“C’-}-4* V 1+ a'’+ 4'* 

I = cosy cosy' o’-f- 4* [/ 1 -\- 

Substituant ces valeurs dans l’expression («' du cosinus 
de l’angle formé par deux droites, art. 4^6, elle deviendra ^ 

cos <f = cos « cos »' + cos /3 cos /5' + cos y cos y' , 

expression du cosinus de V angle formé par deux droites , 
donnée en jonction des cosinus des angles que ces droites 
font avec les trois axes coordonnés. 

De l’équation tlu plan. 

43i. On appelle traces les intersections d’un plan, ou 
d’une surface , aj-ec les plans coordonnés. 

43a. Considérons d’abord un plan qui passe par l’origine; 

‘S- 09- il est certain que si l’on donne (Fig. les traces xfG, AK 
d'un plan avec les plans arx, .cj-, ou ce qui est la lucme 
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chose, si l’on donne leurs équations, la position de ce plan 
sera fixée. Par conséquent lorsqu’on aura assigné des va- 
leurs arbitraires à a: et à ^ , celle de z en résultera ; car 
elle sera déterminée par l’intersection du plan avec cctta 
coordonnée z. 11 existe donc une relation necessaire entre 
oc , y et celle relation est ce qu’on appelle l’équation du 
plan. 

' P R O B L Ê M E P R E M I E H. 

433. Trouver P-égualion du plan. 

Soient , AC (Fig. 100) les traces du plan donné sur Fig. 
les plans xz , yz. Si par le point M situé sur le plan, on 
tire dans ce plan une parallèle Mli à la. trace Aÿ, cette 
parallèle rencontrera l’autre trace AC au point J 5 . Menons 
par ce point I) Une parallèle DE à l’axe des x-, les angles 
MDE , BAX formés par des côtés parallèles, prouvent 
le parallélisme des plans HJDE, BAX. Or ce dernier plan 
est le même que le plan ZAX qui est perpendiculaire aux 
deux autres plans coordonnés, ay Le plan MDE sera 

donc aussi perpendiculaire aux plans xy etyz. 

Il suit de là que si , du point M, on abaisse une perpen- 
diculaire MQ sur le plan ay, cette perpendiculaire sera 
dans le plan MDE-, par conséquent les droites DE et MQ 
qui sont parallèles aux axes des x et des z, se couperont 
à angle droit, dans le plan MDE , en un point G. 

Cela posé il est visible que MQ= QG -f- MG. 

Or , toutes les perpendiculaires abaissées sur xy des 
points de la parallèle DE , étant égales et ayant la même 
ordonnée J”, il en résulte que 

GQ-= DH — AH tang. DAH — y t^ig. DAH. 

.Ou a d’une autre part 

•MG — DG tang. MDE , • 
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el parce que les angles MUE, BAX, sont égaux, et que la 
parallèle DG .à l’axe des x, étant comprise entre le plan ^ 
et rordonnéc MQ , est égale à l’abscisse on pourra, 
au lieu Je lan". MUE et de DG, substituer tangenteP.<^A 
et APz=x dans l’exprCssion de MG, et l’on aura 

MG — X tang. BAX. 

Si l’on met dans l’équation 

Mq— qG-\-MG 

les valeurs que nous venons de trouver pour QG et pour 
MG, on aura 


MQ ou Z x=y tang. BAH -|- x tang. BAX. 

Nommoas ô et a ces tangentes des angles DAII , BAX 
formés par les traces avec les axes des y et des x , nous 
aurons 

Z = ax fy , équation du plan qui 

passe par l'origine. 


434. Si le plan ne passe pas par l’origine, -il rencon- 
trera l’axe des z ou son prolongement. Supposons donc 
loi. que le plan C' B' ( Fig. toi ) intercepte l’axe des z en A', 
et soient x, y, z, les coordonnées d’un point M' de 
ce plan. Si l’on mène par rorigiiie A un plan CB, pa- 
rallèle an plan C'£', et qu’on iiuttime z' ; l’ordonnée 
Q^^ de ce second plan , QM et QM' différeront de 
MM'—AA'=c\ on aura donc r = .j' -|- c , l'ordonnée 
z' appartenant au plan CB , qui passe par l’origine ; on 
aura z'=ax-\-by, par conséquent l’équation précé- 
dente deviendra z —ax -\-by c. Si le plan coupe l’axe 
des z sur son pAlongcmenl, c changera de signe. 


435. Pour donner plus de .symétrie à l’équation précé- 
dente, on la multipliera par la quantité arbitraire C, et 


'K • 
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Équation du plan. ayS 

faisant ensuite passer tous les termes dans le premier 
membre , on aura 

Cz ~ Cax — Cby — Ce — o y 

et faisant 

— Ca = A , — Cb = B y — Ce D y 
Cette équation deviendra 

Ax By -■}- Cz D = O, èjuation générale du plan. 
Problème II. 

436. T rouver t équation d'un plan perpendiculaire d l’un 
des axes coordonnés. 

Si ce plan , par exemple , est perpendiculaire à l’axe 
des Z , tous les z seront égaux , on aura donc pour l’équa- 
tion de ce plan 

Z = constante. 

Par la même raison , si ce plan est perpendiculaire à 
l’axe des.^, son équation sera 

y — constante. 

Enfin, si ce plan est perpendiculaire à l’axe des a;, son 
équation sera 

X = constante. 

Pour l’une de ces équations les deux variables qu’elle 
ne renferme pas sont arbitraires ; par exemple , si l’on 
avait « = a, et qu’on prit au hasard x — m,y — n y les 
trois coordonnées m, n et a suffiraient pour déterminer un 
point du plan. 
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Problème III. 

437. Trouver la distance de l'origine^ au point où le plan 
rencontre l’un des axes. 

Considérons le point où le plan proposé roupe l’axe 
des s. Ce point jouira de la propriété de tons ceux qui 
sont sur cet axe : or, j>our tons les points de cet axe 
a: = O , ct_j- =0. Substituant donc ces valeurs dans l'équa- 
tion du plan , on la réduira à 

Cz ü — O 

d’où l’on tirera 


D 



pour l’ordonnée du point d’intersection; c’est-à— dire pour 
la distance de l’origine au point où le plan proposé coupe 
l’axe des z. Ce que nous disons de cet axe peut s’appliquer 
aux autres. 

• ProblêmeIV. 

» 

438 . Trouver les i/juations de la trace d'un plan sur l’un 
des plans coordonnés. 

Prenons d’abord le plan xy pour ce plan coordonné , la 
trace étant formée pai* les points du plan proposé qui se 
trouvent sur le plan xy , en faisant z — o dans l’équation 
du plan représenté par jix By -{- Cr -f- 'Z) = n , on la 
réduira à celle de la trace , et l’on aura par conséquent 

y/ar-|-^-f-/)=o, équation de la trace sur le plan xy\ 

en faisant successivement^^ o et z=o,on aura de même 

By -f- Cz D=o, équation de la trace sur le planyz, 
yfx-\-Cz-^-D—o, équation de la trace sur le plan xz. 


I 
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Troui’er l’équation d’un plan perpmdiculairf à l’un 
des plans coordonnés. 

Supposons que ce plan coordonné soit le plan xy, l’équa- 
tion de la trace BC (Fig. T02) sur le plan xy pourra donc Fig. 102. 
être représentée par^ = ax -j- b. Si l’on prend sur le plan 
un point Ç dont les coordonnées x', y' salisfassent à 
cette équation, ce point sera sur la trace, et en élevant en 
ce point une ordonnée QI\I=z, celle ordonnée se confondra 
avec le plan , et par conséquent , quelque valeur qu’on lui 
donne, elle déterminera toujours un point qui appartiendra 
au plan: on voit donc, que dans ce cas x et y sont liés 
entre eux par l’équation de la trace du plan BD , et que z 
est arbitraire. 

Cette démonstration pouvant s’appliquer aux autres plans 
yz et zx, on est en droit de conclure que l’équation d'un 
plan perpendiculaire à l’un des plans coordonnés, se réduit à 
celle de sa trace sur ce plan. 

429. Enfin , si l’on se proposait de trouver l’équation 
d’un plan perpendiculaire au (dan xy , et passant par 
l’origine , la constante b serait nulle, et l’équation se ré- 
duirait à -3= «ac. 

Ceci s’applique encore aux autres plans coordonnés. 

T H É O R É M E. 

. . •' ' 

44 o. Lorsqu'une droite est perpendiculaire â un plan , la 
projection de cette droite sur F un des plans coordonnés 
est une perpendiculaire à la trace du plan sur le plan 
coordonné. 

Pourle démontrer, soient (Fig. ro.a) MIS le plan enor- Fig.ioS. 
donné, Zléî le plan proposé, /i’D la perpendiculaire à ccplan, 

CD la projectipn dfi.E/J'siu iliA. Ee plan projetant JE’DC 
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est perpendiculaire à MN , et puisqu’il renferme ED, 9 
est aussi perpendiculaire au plan BG. Donc le plan CDE 
est à-la-fois perpendiculaire aux plans MN et BG, Donc ii 
l’est à leur commune section ,AB , qui est la trace du 
plan donné sur le plan MN. Donc la trace est aussi 
perpendiculaire sur CDE , et par conséquent elle doit 
l’ètie à toute droite menée dans le plan CDE, Elle le 
sera donc à la droite CD , qui est la projection de la 
droite ED, 

Prorlême V. 

441 • Faire passer un plan par trois points dannis. 

Soient x', y' , z'\ x", yH, z^\ x'”,y”', z"\ les coordon- 
nées de ces points, on a, pour déterminer les constantes 
A, B, C, D, les équations 

Ax' + By +Cz' + D=z O, 

Ax" -j- By" -f- Cz" -f- D E= O , 

Ax'" + By"> + Çz"' + D = O , 
desquelles , en éliminant successivement deux des- indéter- 
minées A , B , C , on tirera des résultats de même forme : 
A = A'D, B=B'D, C=C'D, 

et l’équation du plan deviendra 

A’x -f- B'y -f- C'z -j- 1 = o, ^ 

Problème VI. 


442. Trouver la condition nécessaire pour tpt’une droite scit 
perpendiculaire à un plan. 

Soient X = az -f. . . Jr) ) , , . , , ; 

, ' ' > les équations de la droite.' 

y=iz-h0...(s) f ^ ’ 

‘ Ax -f- ^~h Cz-yD=o l’équation du plita. 
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En faisant y = o , on aura , art. 4 ^ 8 , pour l’équation de la 
trace sur le plan xz, 

Ax D 


Ax ■\~Cz + D xxo ^ ou Z = — -jr- — ■ 


C 


Cette équation , art. celle d’une perpen- 

diculaire à l’équation (r) de la projection sur le plan xz. 
Cette équation (r) donne 


Z — 


X 

a 


a 

a 


Or , pour que cette équation soit celle d’une perpendicu- 
laire à la droite dont l’équation est 

Ax D 

C T’ 

il faut, art. 102, que le coefllcient de x de l’une soit égal 
à l’unité divisée par le coefllcient de x de l’autre , pris 

, . A 

avec un signe contraire ; c est-a-dire que = <* » «t 

C 

qu’on ait par conséquent A —aC. 

On trouverait de même , en comparant l’équation (s) à 
l’équation de la trace sur le plan_^2, qu’on doit avoir pour 
la seconde condition B = bC. ^ 


Problème VIL 

443. Trouver la condition nécessaire pour qu’une droite soit 
parallèle à un plan. 

Soient ar = rtr-|-«), , . ,,,. 

' , > les équations de la droite 

r = hz + $ Ç ^ ’ 

Ax -|- l’équation du plan. 

, Si l’on mène par l’origine une droite arbitraire et un 
plan parallèle au plan donné , les équations de cette droite 
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seront représentées par 

x = az^^ y=bz, ■. . . 

I -[■ î, 

et celle du plan par ^ ^ 

Ax + By Ce =: r> , ■ 

Cette droite et le plan ayant un point commun qui est 
l’origine , doivent coïncider à cause de la condition du 
parallélisme. 

I.cs coordonnées x el y de la droite devront donc , 
dans tous les ras, satisfaire i l’équation du plan. En les 
substituant dans cette équation , il viendra •• 

Aae -\--Bbz Ce r= o ; 

et en divisant par z , on aura pour la condition de- 
mandée , , , i 

^ Aa -J- Bb -j- C = O. 
i, .*1.= v"‘ " • . 


. 

,_;r 


Problème Y III. 


;j-.' t. 


444 * Trouver les conditions nécessaires pour que deux plant 
" soient parallèles. ^ 

Soient Ax-\-By-\-Cz-\-D=o.f 
A'x + B'y^ C'z ■JrD'znot 

les équations de ces plans. ' >- 

Les traces des deux platls sur l’un quelconque des plans 
coordonnés seront parallèles , autrement les plans pro- 
posés s’atteiridraient. Les équations de ces traces sur le 
plan xz se déduisent de celles des plans , art. 438 , et 
sont - - - . 
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/ * 

L* condition pour que ces traces soient parallèles , sera 
donc 

A A' 

En considérant les deux autres plans Coordonnés , on trou- 
verait de même ces autres conditions , 

jL—— 

C ~ C * B ~ B' ' 

Problème IX. 


445- Par un point donné x',y', z' , ayant mené une per~ 
pendiculaire à un plan , trouver la portion de cette per- 
pendiculaire ^ qui est comprise entre le point x',y \ z', 
et le plan. 

Soient ' • ' 


X — x'=a{z—z') 

y—y'=b{z—z') 

Ax-{-By-^Cz-\vD~o. . 


^ ^ ^ les équations de la droite 
(e) l’équation du plan. 


» 


Si nous regardons les coordonnées x, y, z ^ comme les 
mêmes dans ces équations , ce sera admettre'quc'ces coor- 
données appartiennent au point d’intersection. 

Cela posé ,' les équations (/) et (u) nous donnent 


a;=fl(r— r')+a/, y=^b {z—z> ) Jf-y' . 


Multipliant l’iine de ces équations. par , et l’autre par , 
B nous aurons les valeurs des termes Ax et By de l’équa- 
tion (t’j, que nous substituerons dans cette équation, et 

nous' obtiendrons ’ • ■' 

\ . 

{Aa-\-Bb) {z — z')-{- Cz-\~Ax' -{-By' -{-D = o, 
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ou {Aa-\-Bb-\-C) (r — z’')-^Ax' -^By'-{~Cz’-\-Dz:so{ 
d’où nous tirerons 

{Ax' Cz> + O) 
z-z _ Aa + Bb + C 

Substituant dans cette expression les valeurs de a et de 5, 
données par les écjualions A=ctC , B=iC, qui ont lieu , 
art. 44^1 parce que la droite est perpendiculaire au plan, 
nous, obtiendrons 


(Ax' + Bf + Cz< + D) 
( Ax' +,Bf -t- Cz' + D)_ 


~ . + fi* + C* 

Celte valeur 'et celles de a et de J étant mises dans les 
équations (<) et («) , nous aurons 

^ {Âx' + By' + Cz’ D) 


X— X 


y—f =—B 


./4> + fi* + C* 

{Ax/ JrBy' Cz' + D) 


A’‘ + B^+ C* 

Au moyen de ces valeurs , l’expression de la distance de 
deux points 


\/ (x— 4- (j— /)* + («— ; 


deviendra 

J 


V 


{Ax' + By' + Cz'-^ü f _ Ax'-\-By'-\-Cz'-\-D 
A'+B-^C‘ ~ V/y/*-+fi* + C« ’ 


et exprimera la distance du point d’intersection au point 

x',y', z'. 
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Problème X. 

446. Trouver l’angle formé par deux plans. 

Si l'on mène deux perpendiculaires à ces plans , l’angle 
de ces perpendiculaires sera le même que celui des 
plans (*). 

Soient x-=az a, * = a'z -j- 

y = bz-{-e, y = b'z P', 

les équations de deux droites. Pour que la première soit 
perpendiculaire au plan qui a pour équation 

Ax -1- By Cz D — O, 
il faut , art. 44^ t qu’on ait 

A = aC, B = bC. 

Pour que la seconde soit perpendiculaire au plan qui a 
pour équation 

A'x + By+C'z+ D’ = o, 


(*) Pour le démontrer , soient les plans AB et CD ( Fig. io4) sur Fig, 
lesquels on abaisse d’un point Jd les deux pcrpendicolaircs MP , MQ. 

Si par ces perpendiculaires on mène un plan MPOQ , ce plan sera 
donc perpendiculaire à chacun des plans AB , CD ; par conséquent 
la commune section AD de ces pians sera perpendiculaire au plan 
MPOQ- Réciproquement les traces QO.OP seront perpendiculaires à 
OD,et l’angle ÇOPmMurera l’inclinaison des plans; otLMP=POQ, 
car la somme des quatre angles du quadrilatère valant quatre angles 
droits, comme les angles en P et en Q sont droits, en les retran- 
chant de cette somme , il restera 

POQ + PMQ = a anÿies droits. 

Donc POQ = LMP ; c’est-à-dire que l’angle qui mesure l’incli- 
naison des plans est égal à celui qui est formé par les perpendiculaires. 


1 
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il faut qu’on ait 

A' = a'C', B'=b'C. 


Si , au moyen de res équations on élimine aa ' , bb' , dans 
l’expression (n) du cosinus de l’angle formé par ces droites, 
art. 426, que nous appellerons çi, , on trouvera 

yiÀ' + ÜB' 4 - CC' 


COS (p = 


[/A' 4- li' -j- C* y A'^+D'^ 4- ^ 

expression du cosinus de l’angle formé par deux plans qui 
ont pour équations 

Ax By Cz D= O , A'x-\-B'y-\-C'z-^J)'—o. 


447- Si les plans sont perpendiculaires , l’angle (p deve- 
nant droit , le cosinus p s’évanouit , et l’on a 


AA'-\-DB' + CO =zo. 

44s. Enfin , si le plan dont l’équation est 

A'x-{- B' y -\-C'z -f- 1 )' = O, 
représente le plan xy, cette équation se réduit à r ï= o ; 
car l’équation d’un pian perpendiculaire à l’axe des r étant 
Z zzi constante , Attxxeni Z = O. Lorsque le plan co'incide 
avec le plan a:jK, on comparant l'équation r = o à l’é- 
quation '■ 

A'x 4 B'y + Cz 4 J>' = o , 

jon voit que 

4' = o, /?' = O, C'z=.i, /)' = O. 


.Substituant ces trois premières valeurs dans l’expression de 
'cosqp , et appelant y ce que devient qt dans. cette nouvelle 
hypothèse , on trouve ' ' ’ 

C t 

cos y =: 


y' A' 4 4 C’* ’ 


expression du cosinus de l’angle que le plan , dontl’i 
iion est Ax 4 By 4 Cz -y D , forme ayçc le plan x)\ 
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Si l’on appelle S et » les angles que le plan forme avec 
les plans xz et j'ar, on trouverait de même 

B " ' ' A 

’= v/ITwTF+l? , cos« = + ' 

'449- Soient y'i les angles qu’un second plan forme 
avec les plans coordonnes. Si dans l’expressioiYi de cos <p 
de l’art. 44 ^ 1 on fait la même transformation que dans 
l’art. 43 o , on trouvera 

cos (p = cos et cos tt' -j- 00s |5 cos ' cos y co\ y' , 

expression du cosinus de T angle de deux plans en Jonction 
des cosinus de ces plans avec les plans coordonnés. 

Problème XI. 

45 o. Trouver l’angle formé par une droite et un plan. 

Soient X = az a. 

J- = èz /3 _ 

Ax -j- Bj'-j- Cz + D = O, 

les équations de la droite et celle du plan. 

Représentons celte droite par PQ (Fig. io 5 ), la projec-rjj io 5 , 
lion de PQ sur le plan MN sera PB, et l’angle ÇPB 
mesurera l’inclinaison de la droite sur le plan. 

Soient x=a'z-t-a', yz=h’z-\-S.' 

les équations de la droite QB. 

Cette droite étant perpendiculaire au plan, on aura, 
art. 442 , 

A = a'C, B = b'C. 

Mettant les valeurs de a' et de b' données par ces équa- 
tions, dans l’expression (/i) du cosinus de l’angle PQB, que 
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ces droites forment entre elles , art. 4^6 y on trouvera 

M+Bb+C '• 

y 1 + a'+ b‘ yf’ + /?* + C’ 

pour l’pxpresion dn cosinus de l’angle PQR ou du sinus 
de l’angle- (>P/{ formé par la droite avec le plan. 

4S1. Si la droite PQ devient parallèle au plan , le sinus 
de l’angle QPIi est nul , et l’expression précédente se 
réduit à Aa Bb C = o. 

Problème XII. > 

45 a. Trouver l’équation de l’intersection de deux plans. 
Soient Ax-\-Bjr-\-Cz-{-D=o , A'x-\-B'y-\-C'z-\-D'=zo 

les équations de ces plans. J 

Les coordonnées seront les mêmes pour tous les points 
de la commune section; on peut donc éliminer successi- 
vement l’une des variables, par exemple, y , et ensuite x, 
et l’on aura des équations que nous pourrons représenter 
par 

x = Mz + N, M'z + N'. 

. Ces équations appartiendront à une ligne droite qui 
sera la commune section des plans. 

Problème XllI. 

t!- 

Trouver la plus courte distance de deux droites situées dans 
l’espace. 

453. Prenons l’une de ces droites pour l’axe des z; par 
Fij;.io6. point M de cet axe AZ (Fig. 106 ) , menons la droite 
arbitraire MN sur l’autre droite BC. Si A/iV ne coupait 
pas BC à angle droit, on pourrait abaisser du point M 



4 ' . 
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une perpendiculaire MP qui serait toujours plus courte 
que MN, ce qui est contre l’hypothèse. La ligne la plus 
courte doit donc être perpendiculaire à BC; on prouve- 
rait de même qu’elle doit être perpendiculaire à AZ. 

Cela posé, représenl,ons par MN (Fig. 107), cette plus Fïg. 
courte distance; par le point N, menons une paraHclciVW' 
à AZ ; MN étant , par hypothèse , perpendiculaire aux 
droites et AZ, doit l’ètr# aussi à la parallèle NJS' à celte 
dernière, ainsi qu’au plan GJSN' formé par les droites 
GB, NN', Ce planCiVJV' qui contient une parallèle i y/Z 
est perpendiculaire au plan jy, et sa]trace est la projection 
de la droite CB, puisque cette trace est le lieu de toutes 
les perpendiculaires abaissées des différens points de CB. 

Or, si l’on mène par l’origine A une perpendiculaire AG 
à la trace DE, cette droite y/G, qui se trouve dans le 
plana:/, sera donc aussi perpendiculaire au plan DEBCi 
ainsi nous avons deux perpendiculaires AG, MN qui sont 
abaissées sur le plan ÜEBC de deux différons points d’une 
parallèle AM à ce plan ; donc ces perpendiculaires sont 
égales. 

" Soit y=Ax-\-B l’équation de la projection DE ; l’angle 
AFII est celui dont la tangente est A •, or , dans les 
triangles reciangics flAG , flAF , on voit que l’angle 
AIJG est complément de F et de IJ AG ; donc H AG = jF; 
par conséquent AG .= AH cos If AG ; on aura donc. .. . 

AG = AH cos F. Pour déterminer cos F , nous avons 

tang doncséc.F’= ÿ' r-\-A^ et cosJ’— — 

Au moyen de celle dernière valeur, l’expression de AG 

deviendra 1 

AH B 

V \/r' 4 - A^ ’ 

gxpression de la plus courte distance des droites AZ et BC, 
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, ' Des sections du cône. 

I 

454 - Les anciens ont donné aux courbes du second 
. ordre le nom de sections coniques , parce qu’on obtient 

ces courbes en coupant un cône par un plan, 
l ig.ioS. Prenons pour origine (Fig. io8) , le centre A de la base 
du cône, dirigeons l'axe des c, suivant la hauteur de ce 
cône ; , et nommons a le rayon de la base du cône , et h 
la hauteur Si, par un point M d’un côté ZC , on 
mène une parallèle Jl/(è à liaxe AZ^ cette parallèle MQ 
sera l’ordonnée z du point M ; les deux antres coordon- 
nées seront AP x, PQ=y , et par la similitude des 
triangles ZAC^ H1{JC , on aura 


AZ MO MQ b Z 

, ou — — ■ ' • . . 

AC QC AC AQ a ^ ^ X- y' ^ 

par conséquent, z =z .(a — \/x' -d-j'’) , équation du 

cône dont la hase est à l’origine et dont la hauteur est 
dirigée suivant l’axe des z. 


Coupons le cône par un plan , et pour plus de sim- 
plicité, supposons que la trace de ce plan sur xy soit pa- 
rallèle à l’axe des^; l’équation du plan étant en général 
Ax 4" By -f- Cr -}- i) = O , l’équation de la trace sur xy 
sera Ax 4- By 1 ) •x= o -, cette trace devant être parallèle 
à l’axe Ay., il faut que x soit constant, art. 87, ce qui 
exige que B soit nul ; par conséquent l’équation du plan 
devient , dans cette hypothèse , Ax -j- Cz D = o 
équation d’un plan dont la trace est parallèle à l’axe des y'. 

Si entre cette équation et celle du cône on élimine c, 
on trouvera 
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équation de V intersection du cône par le _pian. 

l 

Transportons l’origine au point O (Fig. 109), oA le Fig. 

prolongement de l’axe des x rencontre la trace Kl; et 

nommons x' l’abscisse OP, on aura x=x' — AO. 

Pour déterminer AO, je fais r = o dans l’équation 

Ax-\-Cz-\-D =0 du plan KL, et, je trouve pour l’abscisse 

a • r, D 

du point O, X = 

yl, 

La valeur absolue de AO sera donc —r-j et en mettant 

x' — dans l’équation (tv) de l’intersection du cône par 

le plan , cette équation deviendra 

-T [“-K" (*'-■ 


Or , si nous menons , par le pied Ç de l’ordonnée 
Z = MQ , une parallèle QN à la coordonnée x' = OP , 
nous aurons iVÇ = OP; le triangle rectangle MNQ don- 
nera MN cos MNQ — NQ ±= xf ; l’angle MNQ qui me- 
sure l’inclinaison des deux plans étant con.stant , repré- 
sentons-le par , et nomnàons MN , x, nous aurons 

— ^xcostp— :^xcos<i)...(xl. 

y • "* 

Les coordonne'es du point M deviendront PQ=ON=j, 
et NM=x, et par conséquent elles seront comprises 
dans le plan KL. 

Pour connaître la courbe que donne féqualion (^). 
divisons par l» faclienr qui est hors des parenthèses , 
transportons le rajlical dans urP seul membre, et élevant 

>9 


cos f = 


ayo GÉOMÉTR. ANALYT. a trois dimensions. 
au carrd, il vient 

/ D\’ • a'A’' 

co's<p - — j +J’=a*-|— ^ xços(f+ cos’ (p. 

Rassemblant entre deux parenthèses les termes multi- 
pliés par les mêmes puissances de a: , et rcjirësentant par 
M la totalité des termes constans , on obtiendra , 

’'*+ 0“ 

Cette équation peut se simplifier ; car, <p représentant 
l’angle que le plan dont l’éqnatiop est Ax Cz D =. o 
fait avec le plan xj,si dans la première formule de 
l’art. 448 , on fait B=o, on trouvera ' , 

A 
C" 


et 


sinffl' 1 / I -cos’Æ 

, Uas>p= ^ = y 

’ ® ' COS^ ^ me* m 


COS’ <p 


r’ 


+( 


D’une autre part , en nommant 4/ l’angle ÉKA que 
le côté du cône fait avec le plan xj , on a 

tang. ZVA ZA _ h 
' I ~ VA ~ a ' ’ 

' ' A b 

Substituant ces valeurs de*— ^ et de dans l’équa- 

• C a ^ 

tîon (^), cette équation devient , 


Comparant cette équation à l’équation générale (A'J des 
courbes du second ordre, on verra que- le teYme en xy 
manquant, la condition ïiécessairc , art. i4o , pour que 
la courbe soit^ne ellipse , une hyperbole , ou une pa- 
rabole > sera qu’on ait ' , ■ 

• * * 

/tang’ ^ \ 

\t a ' n"»4 ~"^/ cos’ y , négatif, positif, ou nul. 
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Ces.conditions se réduisent à avoir, dans le premier cas, 

tang tp , . ,,..11 1 ^ 

— 2—— plus petit qilé 1 unité ; dans le second , 

tang 4 ‘ * -, • ■ .tang 4 

.... • 9 

plus grand que 1 unité ; et dans le troisième , 


égal à l’unité ; la courbe sera donc , 

une ellipse , si l’on a tang < tang 4- ou ip < , 


tang 4/ 


une hyperbole, si l’on a tang ç > tang 4 ou <P > 4 ^ » ' 
une parabole , si l’on a tang ^ = tang 4 ou q) :p: 4'- , 

455 . D’après ces conditions, il est facile de voir que 

si par un point du côté ZV d’un cône indéfini (Fig. log), T'ig. 
on mène un^'plan et qu’on ait z= 4 , c’est-à-dire, 
ÜOA = ZVA , ce qgi est le cas de la parabole , le plan 
sera parallèle au côté ZV, et s’eli écartera davantage , si la 
condition de l’hyperbole est remplie , tandis que dans 
le cas de l’ellipse, ce plan sécant rencontrera le côté ZV .. 
du cône indéfini. 

456 . Si le plan KL est parallèle au plan xy , on ^ 

a o ; les valeurs tang o , cos qi = i étant subs- 
tituées dans l’équation (2) , la changent en 

y' -}- JC- 2 a: - 1 ~ JVf = O ; ce qui nous apprend que 
ya 

dfcis ce cas la section du cône est un cercle. ^ 


De la transformation des coordonnées dans 
, . . l'espace. ; \ 


457- Les points d’une courbe étant rapportés à trois 
axes coordonnés yilX, AY, AZ (Fig. 1 10), proposons-nous pig 
de la rapporter à* trois autres axes fixes AX' , AY' , AZ'. 
Prenons un point itf sur la courbe, et soient AP=zx, 
PQzzzy, QM=z:z , les anciennes coordonnées rapportées 
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Fig.ioR. aux axes AX, AY, AZ \ et AP = 3/ , PQ'~y^ 
Q'M—z', les nouvelles coordonnées rapportées aux axes 
AX',AY', AZ' ; menons par les poinU P, Q', M, des 
plans parallèles au plan a-j, la coordonnée z sera coupée 
en trois parties comprises entre ces plans ; il est évident 
que la première partie est égale à la projection de x' sur 
l’axe des z , et que la seconde est égale à Ja projection 
de y' sur l’axe des z,.et la troisième à la projection de zf 
sur l’axe des z. Si nous nommons donc Z, Z\ Z", les 
angles que les nouvelles coordonnées y, z\ forment 
avec l’axe des z , nous aurons 

x — x' cos z y' cos Z' z' cos Z". 

C’es^ en général que nous écrivons ces termes avec 
le signe positif, car iî est évident qu’ils pourraient être 
négatifs si les cosinus appartenaient à des angles qui 
exigeassent des changement de signes. 

Si nous appelons X, X', les angles que les nouvelles 
coordonnées font avec l’axe AX, et Y, Y', Y", les angles 
qu’elles foiitavec l’axe y, nous démontrerions de la rpéme 
manière les deux premières des trois équations suivante 
que nous joignons à celle que nous venons de trouver : 

X — •*' cos X y cos X' z' cos 

y x' cos r+y cos Y z' cos Y"\ 

' z c= x' cos z y' cos Z' -f- cos 


'\ ' • 
>V... 


458. Si l’origine n’étsit pas la même, en appelant 
n, b, c, les coordonnées de la nouvelle origine on aurait 
evidemmoMt 

X = *' cos X y cos X' + z' cos X" -f- fl , 

y = x' cos Y+y cos Y' -f. z' cos Y^' y b , 

z = x' cos Z y cos -e' cos Z^/ *j- c. 

Les anciens axes AX^ AY, AZ, étant rectangulaires et 
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formant avec la nouvelle coordonnée x' des angles X, 
avec In nouvelle coordonnée y des angles X', Y', Z'; et 
avec fa nouvelle coordonnée z' des angles X*, 1 ^, Z '* } 

On aura, d’après l’art. 4a5 , 

cos’ X -f- cos’ Y cos’ Z = i\ 

*■ cos’ X' 4 - cos’ Y' 4 - cos’ Z' = (è'). 

cos’ X^/4- cos’ Yl/-j- cos’ Z"= i J ' 

4Sg- Il nous reste encore à considérer les angles que le» 
nouvelles coo(données forment antre elles: pour eet effet ^ 
soient 

V l’angle des *' et des y., 

U l’angle des y et des 
V /f'l’angle des z' et des 

Puisque x' et y sont deux droites qui forment respec- 
tivement des angles X, Y, Z, et X*, Y, Z' avec les an- 
ciens axes , et que l’angle de ces droites est représenté 
par V on aura, d’après f’art. , l’équation suivante : 
cos V = cos X cos X’ -f- cos Y cos Y' 4- cos Z cçs Z'. 

La coordonnée z' faisant avec les anciens axes des 
angles X'i', y//, Z*', nous pourrons déterminer de même les ^ 
angles U et JY que celle coordonnée z' fait avec les 
coordonnées *' et_j-', en fonction des angles formés par- 
tes droites avec les anciens axes, en sorte que nous aurons 
ces trois équations pour déterminer F, f/, et W. - 

cos y c=cosXcosX^ 4 -cosy’ co.sK' 4 “CosZ cosZ' 
cos U = cosX cosX'' 4 *cosF cosY"-\-cosZ cosZH 
cos JVxxCOsX' COsX" 4* cos y cos y ' 4- cosZ' cosZ* 

460 . Si les nouvelles coordonnées z' sont aussi 

rectangulaires, les angles V, U, et fY seront droits; oa 
aura donc 

COO Vz=Oy COsU ZB.0 ^ cosïV c=.o\ 



I 
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ce qui réduira les équations précédentes à ' 

cos X cos X' + cos Y cos F + ros Z ros Z' = o \ 

cos X cos X'!-\- cos Y cos F/+ cos Z cos Z//= O 

cos X'cos X^'^ cos Fcos F'-)- cos Fcos Z"= o j 

Ainsi, en supposant que les nouvelles coordonnées par- 
tent de la même origine , nous aurons, les neuf équations 
(a'), (6'), (d'), pour passer d’un systémeale coordonnées 
rectangulaires ,dans l’espace à un autre système de cocr- 
^onnécs rcclangulairct. • • ^ 

, 0 . 4*3 1 . Si deux des nouveaux axes, AX' et AY' (Fig. iio), 

par exemple, restent dans le plan xjr des anciens axes , et 
que AZ' se confonde avec AZ , l’angle Z" de ces axes 
AZ et AZ' sera nul , et les angles X*/ et Y! de l’axe 
AZ' avec les axes AX cl AY seront droits. On aura donc 
. cosZ'^=i, cos X" = o , cosF = o. Les nouveaux axes 
AX', A Y', n’étant assujettis qu’à être dans le planxy, 
■ fornierSnt un angle arbitraire ; mais l’axe AZ', qui co'in- 
cide avec AZ , fera des angles droits avec AX' et AY' ! 
on aura’ donc encore 

. cos Us= O, ces W ■= o ; 

et les deux dernières des équat^s (c') deviendront 
* cos Z = O; cos Z' O', 

% 

ces valeurs réduisent les équations {b') à 

< 

cos’ X cos’ r = I , cos’ X' 4- cos’ F = X } 

par conséquent on aura 

cos Y = sin X f co$ Y := cos X' y 

et les équations (o') deviendront 
xz=x' cos X + j'cosX', '^ = Æ'sinX+y sin X% 

mêmes formules que celles ^e l’on a trouvées , art, aScj, 

■ 
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462 . 11 èxistc encore , pour la transformation dc.s coor- , 
domiécs, d’autres formules remarquables que nous allons 
démontrer. , • , ' 1 

Lorsqu’on vent passer des coordonnées rectangulaires 
xÇ yt'Z , à un nouveau système de coordonnées rec— ' 
tangulaires x'", z".' , rapportées àja même origine , 

et qu’on se propose de chercher les conditions néces- ' 
saircs pour déterminer la position des nouj^aux axes 
Ax'" , Ay"\ Az'" (Fig. iii), ces nouveaux axes étant Fig.i 
rectangulaires , il est certain que si les^axes Ax"\ Ay'", 
étaient donnés de position , le® nouvel axe Az'" serait 
déterijuné par la condition d’être perpendiculaire aux 
deux autres; ainsi tout se réduit à déterminer la position 
^es axes ^Ax’", Ay'"^ 

Le pim' x’"y'" formé par ces axes Ax'", Ay"\ sera 
déterminé de position si l’on dorme l’angle 4 que la trace 
de ce plan forme avec l’axe des x , et l’angle ê qui mesure 
l’inclinaison des plans xy, x'"y"'; les coordonnées oc"', y'", 
devant se trouver' à angle droit dans' le plan , il 

suffira, pour déterminer leur position, de donner seule- 
ment l’angTe que 4’axe Aoc^" fait avec la trace. 

La position des nouvelles coordonnées ne dépend donc 
'que de ces trois choses : 

i”. L’angle 4 qu^ la trace du plan x"'y"' fait avec l’axe 
des X ; . 

a". L’angle 6 que le plan xy fait avec le plan x"'y"' ; 

3*. L’angle que le nouvel axe AxV fait avec la trace. 

Pour déterminer les nouvelles coordonnées x"', y'", z'", 
en fonction des ancienne**, y, z, changeons d’abord les 
axes Asb , Ay (Fig. iia), eu deux autres rccfengulaires qui pj„ , 
soient encore dans le plan de xy , et prenant la trace AE 
que le plan x^"y"' fait avec le plan xy, j)(iur l’un de ces axes 



ao6 GÉO^IÉTR. ANAITT. A TROIS DIMENSIONS. 

* , ( 

rig.112. que nous repre'senterons patAx', l’autre axe Ay' sera donc 
perpendiculaire à celui-ci ; et puisque nous connaissons 
l’angle (Juc la trace AE ou plutôt que l’axe Ax' 

• forme avec L’ancien axe y 4 a:,'nous aurons parles formules 
M”' de l’art. 291 , , " ■> 

X = xfccos 4'" — y' sin 'J' ) /• ,.. 

I ' J' = x' sin 4/ cos 4/ J * ' 

et puisque*le plan x'y est le même que le plan xy , on 
' aura encore 

(/'). ' 

L’axe Ay' étant donç une perpendiculaire à la trace» 

' si à cette même trace on mène au point A, mais hors 
du plan xy une seconde peijpendiculaire Ayll^^ de tella 
. manière que Ay" fasse avec Ay' un angle y'Ajr" = < , 
cette droite Ay" sera dans le plan x"'y"' , puisque l’angle 
que le plan x"'y'" fait avec le plan xy doit être mesuré 
par deux perpendiculaires à la commune section,formant 
entre elles un angle è. 

Transformons , dan» le plan yAy" , les aj^es Ay' et 
Az' = Az en deux autres Ay" «t Az<^‘. comme on con- 
naît l’angle t que les axes Ay ' , Ay" ^ font entre eux , on 
aura d’après les formules de l’art. 391 1 • 

. • y' =y" cos t — sin I) ■ 

' z' zxy" sin t -f- i" cos i j ^ 

et comme la commune section AE est perpendiculaire au 
TfXan y' Ay" ^ elle se confondra avec le troisième axe Ax" ,■ 
et l’on aura 

^x' — x" . 

Nous venoifc de voir que la droite Ay" était dans le 
plan x'"y'" , et comme la trace AE est au.ssi dans le 
même plan, et quecftte trace est dirigée suivant le second 
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a*e Ax" , les coordonnées el-ac^/ seront donc situées ï^%"**** 
dans le {)lan x'" y"'. 

On passera facilement de ces coordonnées y!'., aux 
coordonnées puisque nous connaissons l’angle_^ que 

le nouvel axe Ax'" fait avec l’axe Ax^/ ou AE , et nous, 
aurons par les formules de l’art. 291 » • 

x" = x'" coç <p — y"' sin ^ ^ • 

y» = x’" sin (f -^y"' cos ^ j 

Le troisième axe A^ devant être perpendiculaire au plan ' 
des deux autres Ax'",Ay'", comme l’axe Az" jouit de cette 
propriété , puisqu’il est perpendiculaire au plan des coor- 
données x'', qui , comme on le voit, est te jjpêgie que 
le plan x"'y "* , on aura encore 
■s» 

Si dans les formules («') et on substitue les valeurs 
de x',y\ et z', données parles équations (jg'’) et (A'), et 

* ’cnsuite on substitue' dans ces résultats les valeurs de 
I y^, et z", données par les équations (i') et (7') , et 
qu’on réunisse les termes mult^liés par chacune des va- 
riables x’",y>, z'", oit trouvera 

X =zx"' ( cos ç cos 4 — sin f cos ê sin 4 ) 

— y'" ( cos (p cos ( sin 4 + ? cos 4 ) ^ **** ^ ' 

y — x"'( cos ^ sin 4 ■+■ s>n <p cos < cos4 ) 
y'" ( cos (p cos t cos 4 — sin ^ sin 4 ) sin t cos 4» 
z = x"' sin <p sin t -{-y"' cos <p sin ê z'" cos i. 

463. Les signes de ces formules peuvent varier selon les 
inclinaisons quC l’on donnera aux angles 4i I et 

Par exemple, si les axes Ax/ et Ay^ tombaient ^omme 
dans la (Fig. ii3) derrière les a\t&Ax, Ay* , il faudrait Fig-n3> 
changer les signes de sin i et de sin 4 danS les formules pré- 
cédentes. On parviendrait au même résultat, en employant 


\ 
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au lieu des équations («') et (g') d’autres équations tirées 
des lorniules de l’art. 292: on obtiendrait de cette^iiauière 

' X — x"' ( cos (p cos 4 + sin Ç cos j sin 4 ) 
‘j~j''^(cos ç cos P sin 4 — sin ip cos 4 ) 4 -a"'sln ( sin 4 > 

y = x'" ( sin ^ cos f cos 4 •— co® (p sin 4 ) 

+y" ( cos (p cos 9 cos 4+**f' P sin4 ) 4- -z " sin 6 cos 4 j 

t 

r = — æ"' sin (p sin t —y"' ços 9 sin 9 + z'" cos 9 . 

464 - Enfin on peut simplifier ces ^^mules en suppo- 
sant 9 = 0, c'est-à-dire en prenant pour nouvel axe 
des xf" la trace AE du plan x"'y"' sur le plan xy, et , en 
faisant = o et cos 9 = 1, ces dernières formules de-- 
viendront 

X — xf” cos 4 - 1 “ y" cos 9 sin 4 + ( sin 4 

y = — sin 4 ~\-y" cos 9 cos 4 4 ~ ■*'" sin 9 cos 4 
e — — y" sin 9 -f- z'" cos 9 i 

?■ 




t 
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THÉORIE 

DES SURFACES 

\ 

K 

DU SECOND ORDRE. 


Discussion de l’équation générale. 

465. L’équation générale du second degré à trois 
Kidélertninées ïst 

As''-\-By''-{-Cx‘-\-Dzy.\.Ezx.\-Fxy-\-GzJ[-Hy-\-Kx-{-L-=.o,.{ld), 
Si dans ce*te équation on substitue les Valeurs(a')j^art. 457, 

X = x' cos X -\-y' cos X' -f- cos 
y =x' cos V + y co&‘Y' -{• z' cos K" >...(/' ) 

Z =■ x'. cos Z -j-y' cos Z' + z' c®s Z'/) 

On trouvera une équation d^ mémé forme que la pré— 
cédente , et que nous pourrons représenter par - 

A'z'^ + By +C'x'^ -f. D'zy + E'z'x' -f F'xy 

-\-G'z' ynyyK'x'y L=zo...(ÿ>). 

Les coefliciens de cette équation sont des fonctions des 
angles X,F, Z ; X',Y', Z' ; X\Yt, Z«-, et comme il n’y a 
entre ces angles que six relations établies par les équations 
(i') et (c') , et que ces angles sont au nombre de neuf, il 
restera encore trois conditions pour Us déterminer ; nous 
pourrons donc égaler à zéro troi^ des coefficicns de l’équa- 
• tion {m'). 


Digilized by Google 


0 


3 oo THtOBIE BBS SüRBACBS Dü SECOND ORBBE. 

• 

Disposant ainsi des coefliciens D',£',F', des termes zy, 
x'x' et x'j', si noos pouvons prouver (jue les trois équa- 
tions de condition fl' = o, £' = o, o , donnent des, 

valeurs réelles pour ces angles, nous eoncluerons qu’on 
pont employer cette transformation. 

11 est possible d'obtenir ces coefficiens fl*, £', F* sans 
avoir besoin de trouver préliminairement l’équation que 
nous avons représentée par (m'). 


Pour cet effet, nous remarquerons qu’en substituant 
dans l’équation {k ') , les trinonres (f*) qui sont les valeurs 
de X, de et de z , les termes Kx, L de 

l’équation [k ') , ne donnent point de termes affectés des 
produits des nouvelles variables dans l’équation (m'}. 


Substituint dans les autres \crmes les’ valeurs de ai 
de ^ et de Z , données par les équations (/'), et ob- 
servant que lorsqu’on élevera au carré te trinôme qui 
est la valeur de z , il ne faudra prendre que le double 
des produhs deux à deux des termes de ce trinôme, et 
qu’il en sera de même à l’égard des termes en x’ et 
en y , on trouvera 


eoiZcosZ' 
•d-a jB c os Pcos £' 
-j-zC cosXcosX' 
-J- DeosZeosV 
^ ® coslcosZ' 

-f- £ toSiZeosX' 
-f- £ cosXcos£' 

-f- £ cosyVosJÏ' 
-f- £co§Xe«sV* 


cosZcoiZ,^ 
-^xBcnYcoéV" 
-f-atTcos XcasX" 
+ BcosZcoiYl/ 


-f- Ecof’XcoaZ" 
y Fc<nYto»X/i 

w 

-J- F cosXcosYi/^ 


'xy-f- fleosPeosZ*^ 
( -}* £cosZcosX"( 


-}-aZcosZ'conZ* 
■Jf-3.BcQsYt.osYH I 
-J-zCcosX'cosX* 

+ DcosZ'cosYH 
-f- ücosYtosZ'\yz'. 

-|- EtosZ'eosX" 
EcosX'cosZ* 


-f- FrosYtosX" 
-t- FcosX'cosYH^ 
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Discussion de l’éi2<’^tion giIn^ale. Soi ; 

EgaiÿQt chaque colwne à séro, on «btienclra trois éqnà-*- < 

tioBS de condition. ' ’ ' 

Mettant dans la première ëqnaton les cosians accentnés 
en dehors, nous troBTepoiu > 

•1 

3 .AcosZ cosZ'-\-2Bco&Y cosP+aCcosX cosX’=o. I 
-j-DcosF - 4 - DcosZ - 4 - Eco»Z 
•^EcosX • FeosX -j- FeosF ^ 

' Opérant de même pour la. seconde éqtfation , nous trou- 
verons ^ 

îAçpsZ cosZ" -\-^BcosY cosF^-l-aCcosX cosX*=o...(o'). 

-J-DcosF -f- DcosZ -}- EcosZ 

-\-EcosX -j- FcosXi -f- FeosY 

Représentons les équations (n') et (o') par 

4 %' • 

M cos Z' -{-N cos Y* P cos z= oî 
' 3 /cosZ# +iVcos F» +PcosX»= o}”'^ 

, . . • , ; . . 
on éliminera N entre ces équations en multipliant la pre- 
mière par cos Y* et la seconde par cos P, A retranchant • 
le premier résultat du second , on obtiendra 

M{ç.o^Z'^cosY*-cotZ'cosY^')-{-P{cosX'lcosY'^casX'c»sY^]z=o..{^). 

On éliminera ensuite P entre les mêmes équations (p') eu 
retranchant le produit de la première par cos XH du pro- 
duit de la seconde par cos X' , et il viendra 

JI/(cosZ<'cosX'-cosX*cosiJ')-f- 2 V(cosF*^cosX'-cosX*cosF')=o.'r').* 

i • 

En supposant les nouvelles coordonnées rectangulaires, il 
y a, art. 462, entre les quantités Z', Y', X', les relations 
•suivantes , • ^ 

cos X cos X' -f- cos ‘F cos P -j- ^ Z' = 0, ' ' 

cos X cos X" + cos F cos F*^ -f- cos Z cos Z^^ = o t 
, cos X' cosX^ -f- cos Y' cos F^ -J- cos Z' cos Z" =0. » 
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'Soa Théorie des surfaces du second ordre. 

Les deux premières de ces équations étant deiuéma fprme 
que les équations {jt'') , nous pourrons éliminer successi- 
vement entre ces équations ens Y et cos X, comme dans 
les équations (/>')» avons éliminé iV et P, et nous 

trouverons 

cos Z ( cos Z® cos T' — cos Z' cos Y" ) * V 

4- cos X ( cos X® cos Y — cos X' cosY>'j= o. . (s'), 

cos Z ( c^s X® cos X' — cos Z' cos X" ) 

cos K ( cos X' cos — cos Y' cos X")= O. .(<'). 

Observant que. les équations fs' J et (t') renferment "entre 
les parentlicses les mêmes termes que ceux qui sont entre 
les parenthèses dans les équations (y') et (r'), nous pour- 
rons faire . 

cos Z" cos Y -r- cos Z' cos Y !^ = Ç 
cos X® cos Y' — cos X' cos Y" = R 
cos ZH cos X' — cos X" cos Z' ~tS. ' 

9 Les. équatioi^ fy') , (P) , (j') et^/') deviendront. 

MQ -f- PR = O , SIS — XR = O , ' 

i 

Q coi Z-t-R cos X=o , S cos Z — R cfis T= o. . . (ê'). 

Les cosinus accentués étant tous renfermés dans les fonc- 
tions Q , R et S , on pourra éliminer ces fonctions entre 
les quatre équations (u') et (v'). Pour cet effet Ics’équa— 

• . tiens (u') donnent 

PR _ 

~w* 

SulKlituant ces valeurs respectivement dans les équa— ■ 
lions (/) , suppslmant le facteur commun R et chas- 
sant les, «lénominateurs , on obtient 

* \ 

*■ P cos Z = il/ cos X, iV cos Z = ü/ cos y ; 


Digitized by Google 


Discussion de l’équation générale. 3o3 

mettant à la place de M <le N et de P les fonctions des 
cosinus sans accens cjnc ces lettres représentent , e* qui 
sont l^s coefficieiis de l’équa^on (t»') , ces deux équations 
deviennent 

( 2 C cos X cos Z F cos K)' cos Z 
= ( a cos Z + D COS y+p cos X ) cos X. . . (25' ) , 

( 2 P cos y -j- ^ 

= ( 2 cos Z D cos y + P cos X ) cos y . . , (j'O» 
Au moyen de ces deux équations et de celle-ci 

cos’ X 4- cos’ y -}- cos’ Z z= I . . . (y ) , , 

on déterminera les valeurs de cos X, cos y, cos Z. 

Pour cet effet , en divisant par cOs’ Z, on pourra mettre 
les équations (x' ) e^ ) sous les formes suivantes , 

,ic-ï:i4+r+> 


cos Z 

cos y 


„ cos y , „ cos X \ 

2A+D- y--\-E - i ) 

. cos A cos Z J 


cos Z 

cos X \ cos X 


2 ® 


eus Z 

cos y 

cos Z 


+ D + P 


cos Z y cos Z 
cos X 


( . _ , cos y „ cos X 

2 X + D : ^ +P 7- 

cos Z ' cos Z 


cos Z 

V 


) 


y 


cos Z 






Faisant 


cos X 


cos y 


= n....(c») , 


cos Z cos Z 

les équations (a'') et (6") deviendront • . 

a(.X — C)m-f-P^ (tn’ — I ) + -D — P n c= o . . . (d*),- 
71 .4- D ( n’ — 1 ) 4- P TTin — P/n=s o. . .(«'O* 
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La valeur de m tirée de l’équation (e") étant substituée 
daift l’équation (d») , on verra que n est déterminée par 
une équation du troisième ^gré , et par conséquent a au 
moins une racine réelle; cette valeur réelle de n étant 
mis^ dans l’équation (efi) où m n’entre qu’au premier 
degré, m sera aussi réel. 

Si au moyen des équations (c") on élimine cos X et cos Y 
dans l’équation on trouvera 


cos Z 


=v 


m’ 4“ tJ’ -{- I 


cette valeur réelle étant mise dans l’équation ( ) , 
montre que cos X et cos Y sont aussi réels. 


Les équations (/')>étant symétriques, on voit que par 
des procédés analogues on prouverait la réalité des expres- 
sions cos X', cos 1 ^, cos Z', cos cos Y", cos Zf>. 

466. 11 résulte de ce qui précède , qu’il est, toujours pos- 
sible de faire évanouir les termes qui contiennent les 
rectangles des coordonnées, soit dans l’équation générale, 
soit dans l’équation dépourvue des termes Gr, IIj-, A’x, 
puisqu’on a vu que les coeffiriens des rectangles des coor- 
données sont indépendans de ces termes. 

L’équation 


-t- Bjr^ -[- Cx’ -f- Gr -j- Hy -f- Kx -j- L = o. .. (J'"'), 

a donc la même généralité que celle qui contiendrait tous 
les termes. 

4G7. Si dans cette équation on substitue les valeurs 
suivantes, 

xx=x'+m. y=y '-\-0 z=xz' + y, 

f 

l’origine changera de place, et l’on aura, en représentant 


, Discussion de l’équation génébale. 3«5 
le dernier terme par P, 

+ + zAy y+zCu x'+P=o... («’'). 

+G +H +K 

On peut faire e'vanouir les trois termes affectés des pre- 
mières puissances des variables: en égalant leurs coeffi- 
ciens à zéro on obtient 

G ^ H K 

^ a.A * a.B * aC ’ 

Ces valeurs étant toujours possibles tant que les termes 
A, B, C ne sont pas nuis, l’équation générale peut se 
réduire à la forme 

\ ' 

Az' -f- + f-*’ -^ £ = o. , 

467. Lorsque le coefficient de l’un des termes affectés 
des carrés des variables est nul, on ne peut faire évanouir 
le terme qui contient cette même variable à la première 
puissance : par exemple, si le coefficient A de z" est nul , 
le coefficient de z' ne peut s’évanouir , parce que la valeuf 
^ A y G de ce coefficient se réduisant à G, ne peut ét®e 
égalée à zéro pour déterminer y qui est la coordonnée de 
la nouvelle origine dans le sens des z; dans ce cas-là nous ' 
ne pourrons donc égaler à zéro que les termes en x et en^, ' 
ce qui réduira l’équation (g"), à la forme 

Bj'' Cx' -f- Gz -|- R = O . . . 

et comme nous n’avons disposé que de deux des quantités 
arbitraires a , 0, y, en égalant à zéro les coefficiens de x 
et de J-, nous pourrons déterminer y en égalant à téro le 
dernier terme R. Ce terme ne renfermant y qu’au premier 
degré , parce que A~ o y il sera toujours possible de dé- 
terminer y conveuableoieut pour que JR s’évanouisse : alors 
\ ao 
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noire équation deviendra 

% 

By'‘ -f- C’ac* -f* — O ... (i//) 

468 . Si au lieu de .^4 = o, on avait fl = oouC=o, 
nous parviendrions à une équation de même forme que la 
précédente', mais dans laquelle' les axes coordonnés seraient 
mutuellement changés , et comme la situation respective 
de ces axes nous est indifférente , nous ne considérons que 
l'équation (/"). 

469. Enfin lorsque deux des coefliciens des carrés des 
variables sont nuis et qu’on a, par exemple, B = o, C=o, 
on ne peut, art. 4^7» f®*'"® évanouir les termes qui con- 
tiennent les premières puissances de x et de^;mais il n’en 
sera pas de même du terme R, d’après ce que nous avons 
dit dans l’art. 4671 et alors l’équation (^") pourra être 
réduite à cette forme 

Kx = 0 ...{j") 

470. Si au lieu de jB = o et de C = o, on avait 

Â = o et B = Of 
ou 

yf = o et C=o, 

on ne ferait qu’intervertir l’ordre des axes , comme nous 
l’avons déjà remarqué, art. 468. ‘ 

471. Enfin si l’on supposoit les trois coefficiens Aj -B, C 
nuis à-la-fois , on tomberait sur l’équation 

Gz -}- ffy -H iix = O , . ■ 

qui est celle du plan. 

472. Il résulte de ce qui précède , qu’on peut diviser 
les surfares du second ordre en trois genres renfermés 
dans ces équations 


V 
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.. j4s'' -{- Cx' -\~P=:o , 

^ By'' -}- Cx* -j- Gz =0 y 

+ Hj Kx = O. 

Mous ne rangeons pas parmi ces équations celle du plan, 
parce qu’elle n’est que du pretnier degré. 

Des plans diamétraux et des surfaces da 
second ordre qui ont un centre. 

4-7^' Nous venons de voir que les surfaces du second 
ordre du premier genre avaient pour équation générale 

Az' Cx’ -}- P= O . • . Qi"') 

Si l’on résout cette équation par rapport à r, on trouvera 
que Z a toujours deux valeurs de signes contraires , par 
conséquent le plan jcy partage la surface en deux parties 
absolument symétriques ; ce que nous disons de z pouvant 
s’appliquer aux autres variables, nous conclurons que 
chacun des plans coordonnés partage la surface en deux 
parties symétriques. 

£n général , tout plan qui partage une surface en deux 
parties symétriques porte le nom de plan diamétral. 

474- L’intersection de deux plans diamétraux étant une 
droite qui partage la surface en deux parties symétriques, le 
milieu de cette droite est ce qu’on appelle le centre de la 
surface ; le centre de la surface est aussi déterminé par 
l’intersection commune de trois plans diamétraux. 

475. La surface donnée par l’équation (li*) a un centre, 
puisque nous venons de voir que les trois plans coor- 
donnés sont des plans diamétraux. L’origine , qui est le 



3o8 TnéoniE des surfaces du second ordre. 
poinl commun aux trois plans diamétraux est donc le centre 
de la surface. 

Division des surfaces du second ordre du 
premier genre , en trois espèces. 

476 . Si dans l’équation (4") on place le terme P dans le 
membre où il a le signe positif, et qu’on fasse passer tous 
les autres termes dans l’autre membre , et qu’on appelle 
X , 3/, JV, ce que deviennent dans cette bypothèse les 
coeibeiens C, B, A , l’équation (h") prendra cette forme 

P = X*> + My + Nz\.. {l"). 

Le premier membre étant positif , les trois coefTlciens 
X, M, N ne peuvent être tous négatifs; car alors le 
second .membre serait négatif, et l’équation deviendrait 
absurde. 

Les combinaisons des signes des coefllciens X, M, N ne 
peuvent donc nous offrir que ces cas : 

i“. Les trois coefiieiens positifs. 

2 °. Deux de ces coefficiens positifs. 

3®. Un seul de ces coefQciens positif. 

L’équation des surfaces du second ordre du premier genre, 
pourra donc se diviser en ces trois espèces , 

Xa:’ -|- *4“ ~ ) ' 

Xx* + = P > . . . . (m«). 

JVz’ — Mj''' — Xx* =zzP' 

47 ^. Lorsque nous avons affecte du signe négatif l’iut-- 
des termes de la seconde équation et deux des termes de 
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|a troisième, le choix de ces ternies a etc arbitraire , parce 
que toute la différence qu'il peut y avoir dans le choix 
de ces termes p’influe que sur la position respective 
des axes coordonnés , ce qui nous importe peu. Par 
exemple , si au lieu de la seconde équation nous eussions 
pris celle-ci ' 

Lx' — 3/y’ + iVr* = P, 

on voit que tout ce que nous dirions de la seconde équa- 
tion {m''), relativement à l’axe des z, s’appliquerait à 
l’axe des y dans cette dernière. 

De V ellipsoïde. 

L’équation 

Xx’ + 3/y’ + Nz' = P... . (n") , 

renferme un genre de surfaces auquel on a donné le nom 
d’ellipsoïde. Pour connaître la nature de cette surface , 
coupons-la par un plan parallèle au phn xy , l’équation 
de ce plan sera, - art. 436 , 

* = y. 

Si entre cette équation et celle de la surface on élimine 
Z , on aura pour l’équation de l’intersection des deux 
surfaces ' 

Xx’ + My' + ivÿ* = P, 

ou plutôt 

Xx’ My^ = P—Ny*. 

On voit que cette équation sera celle d’une ellipse tant 
qu’ 'on donnera à y une valeur assez petite pour que.... 
P — iVy’ reste positif: or, y s’augmente d’autant plus- 


3io Théorie deé^ürfaces du second ordre. 

I 

qu’on recule davantage le plan sécant en le laissant tou- 
jours parallèle au plan xy. Par conséquent, lorsqu’en 
faisant mouvoir de cette manière le plan xy il parvient à 
une position pour laquelle iV^y’ surpasse i*, il n’y a plu» 
alors d’intersection , puisque l’équation de la surface se 
réduit dans ce cas à 

• ix’ il/y’ =r quantité négative , 

équation absurde , car L et M sont essentiellement positifs-. 
Toutes les ellipses formées par ces sections, ont leurs 
centres sur l’axe des z , car le centre de chacune est au 
point où X cl y sont nuis en même tems. 

4 jÇ). En faisant ensuite successivement x = a,y = /> 
dans l’équation (n") , on trouvera les équations des inter- 
secliotis par des plans parallèles aux plans yz et xz ; et 
l’on prouvera , comme dans l’article précédent , que ces 
sections sont des ellipses. 

480. Pour avoir les traces de l’ellipsoïde sur chacun 

des plans coordonnés, il faut faire successivement daQS 
l’équation (n") , ^ 

z = o, yzzzo, x = 0, . I . 

ce qui donne 

ZiX' -j- My'=P...(o"), équation Je la trace sur le plan xy^ 
Nz' =zP... p")i équation de la trace sur le plan yz^ 
Lx’' -1 - jYz’ =.P...\^"), équation de la trace sur le plan xz, 

481. bn appelle ces traces ks sections principales de 

la surface. , 

482. Les équations (o'i') , (p") et (9"), montrent que 
ces traces sont des ellipses. Pour déterminer les axes 
principaux de l’ellipse qui est la trace de l’ellipsoïde sur 
le plan xy , on fera siifeessiveinent y = o et x~o, dans 
l’équation (o") , et en représenbnt par AB cl. par Ad^ 


t 
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(Fig. 1 14) t ce que deviennent dans ces hypothèses * et , Fig.ii^. 
®n trouvera ^ . 



Au moyen de ces valeurs des demi-axes principaux , il 
sera facile de décrire l’ellipse qui est la trace de la sur- 
face sur le plan xy. 

On construira de même les ellipses qui sont les traces 
de la surface sur>les plans xz et yz puisque les équa- 
tions {p'>) et (y*), donnent Fig.n4. 

..ac=V jb=]/ 

pour les demi-axes principaux de ces ellipses. 

483. Si l’on ne considère que la portion de la sur- 
face comprise dans l’angle solide où les coordonnées 
sont positives , les traces sur les plans xy , xz , yz seront 
représentées par les arcs elliptiques BEC, BFD, CGD. 

484. Toutes les sections de la surface par les plans 1 

parallèles aux' plans coordonnés peuvent maintenant se 
déterminer facilement. ^ 

Par exemple, si l’on donne l’abscisse AP, et qu’on Fig. ti4- 
demande la section faite par un plan parallèle au plan 
yz, et qui coupe l’axe des x en P, on mènera par le ' 
point P des parallèles PC' et PD' aux axes AF et AZ, 
et alors PC et PD' seront les demi-axes de l’cUipsc qtii 
forme cette section : le quart de cette ellipse est repré- 
senté par C'G'D' . 

485. Les traces de l’ellipsoïde sur l’un des plans coor- 
donnés , contenant tous les points de la surface qui sont 
dans ce plan', il en résulte que si l’un des deux axes 
situés dans ce plan doit rencontrer la surface , cette 
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3ia Théobie des surfaces du second ordre. 

rencontre aura lieu aux points qui sont conununs à la 
trace et à l’axe. Les droites a. AB , a AC, a AD sont 
donc les parties des axes principaux , interceptées par la 
surface : c’est pourquoi on les appelle les axes princi- 
paux de l’ellipsoïde. 

4^G. Pour déterminer les valeurs de ces axes princi- 
paux , il suffit de faire, successivement deux des coor- 
données nulles dans l’équation ( n" ) * nommant 

a, b, c, ce que deviennent dans ces hypothèses jc, j', z, 
on trouvera 



en élevant ces équations au carré , elles donnent 



Substituant ces valeurs dans l’équation (n*^) de rdlipsoYde, 
réduisant au même dénominateur et supprimant le facteur 
Commun P, on obtient 

b'c'x' -|- a' c’y' + à'h'z' = a'b'c ' .... (r^) , • 
équation de Vellipsoïde rapporté à ses axes principaux. 

487. Pour avoir l’équation de la section d’un plan qui 
passe par l’axe des z , ce plan étant perpendiculaire au 
plan xy , son équation se réduit , art. 489 , à celle de sa 
Fig. 1 15. trace AC { Fig. 1 1 5 ) sur le plan xy. Si l’on nomme donc qt 
l’angle XAC , l’équation de cette trace sera, art. 80 et 81, 

_y = a:tang. (p; 

en éliminant entre celte équation et l’équation (r®) de 
l’ellipsoïde , on aura pour celle de la section 

î’c’*’ -f- û’c’ tang.’ <p.a:* -f" tt'b'z' = a'b'c '. . .{s"). 
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De l’elupsoÏpe. 

On voit (Fig. ii6) que chaque point 3/ de la section estFig.nC. 
déterminé au moyen des coordonnées cl QM=z ; 

mais comme en employant ce système de coordonnées on a 
le désavantage de n’avoir pas l’abscisse x dans le plan de la 
section, nous changerons l’axe j4X en un autre axe AC ^ 
en prenant une nouvelle abscisse AQzxr, et nous aurons 
entre ces coordonnées la relation 

» AP— AQ cos ip , 
ou X ■= r cos (p ; 

et obscrx’ant quQ tang. ^ cos ^ = sin p , il viendra 

( i’c’ cos* ^ aV’ sin’ ^ = a*i*c*. 

/ 

488. Si a = b , cette équation se réduit à 

c*r* + o’z* = aV> (<")• 

Cette équation étant indépendante de l’angle tp , on doit 
conclure que lorsque o = 3 la section est toujours la 
même , et que par conséquent la surrace peut s’engendrer 
en faisant tourner autour d^ l’axe des z une ellipse qui 
aurak pour équation 

c*r* -j* • • • ("*0* 

489 . En général toute surface courbe engendrée par la 
révolution d’un arc de courbe autour d’un axe fixe , est 
ce qu’on appelle une surface de révolution. 

En faisant donc dans l’équation (r^) , on aura * 

pour l’équation <de l’ellipsoïde de révolution 

c’ ( x' -|-jy* ) -f- o’z’ = a’c’. . . (v'Q. 

490 . Un des caractères -des surfaces de révolution est 
qu’on obtient des cercles pour toutes les sections faites 

•i 

I 

I 

» 
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3i4 Théorie des surfaces du second ordre. 
par des plans perpendiculaires à l’axe z de révolution ; ~ 
ainsi, dans le cas présent, si l’on élimine z entre l’équa- 
tion et l’équation z = y, qui est celle d’un plan paral- 
lèle au plan xy ^ on trouve cnêrtivement que la section 
parallèle au plan xy est un cercle qui a pour équation 




O’ ( C’ — y* ) 
c’ 


491. • L’ellipsoïde porte le nom d’ellipsoïde alongé , 
lorsque la révolution se fait autour du grand axe , et d]el- 
lip solde aplati lorsque la révolution se, fait autour du 
petit axe. 

492. Enfin si les trois axes sont égaux , l’équation (r*) 
de l’ellipsoïde se réduit à 


X’ -\-y'‘ 

Alors l’équation Çt"') de la section qui passe par l’axe des z, 
art. , devient 

comme elle est celle d’un cercle dont le rayon est a , ou 
voit que la surface peut être décrite par une demi-circon- 
fércnce qui tournerait autour de son diamètre ; par consé- 
quent la surface est alors une sphère. 

493. On peut trouver à priori la surface de l’ellipsoïde 
de révolution autour de l’un des axes de la manière sui- 
vante. > 

17. Soient x^y, z ( Fig. 117) les coordonnées jlP,PQ, QM 
d’un point M pris arbitrairement sur l’ellipsoïde de révo- 
lution. 

Par ce point M et par l’axe des z, qu’on suppose être 
l’axe de révolution , menons an plan qui coupera l’elKp— 
soïde, suivant DME, La courbe DME , située dans U 
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|)lan sécant, étant rapportée aux axes wAE ^ iAD, si 
nous représentons les coordonnées AQ et QM par r et 
par r, comme cette courbe DME est une ellipse , il y 
aura , art. 207 , entre les coordonnées r et z la relation 
suivante , , 

AD\r' + AE^.z' = AD\AE^; 

et en mettant pour r’ sa valeur x’ , donnée par la 
propriété du triangle rectangle APQ situé dans le plan 
xy , on aura 

AD' + AE‘.z' = AD'.j 1E* ;■ 

or, l'ellipsoïde étant de révolution, on a ' , ■ 

AE = AB. 

Substituant cette valeur dans l’équation précédente , et ' 
nommant AB, a, AD, c, nous aurons pour l'équation 
de l’ellipsoïde, de révolution ^ 

e* ( X’ -f- ^’ ) + 

494 - général on peut trouver l’équation de VclUpso'i’de 
en cherchant quelle est la surface courbe qui, étant rapportée 
eux axes rectangulaires AX, AY, AZ (Fig. 1 18), donne Fig. ii8i 
pour les sections Jaites par les plans coordonnés, des sections 
elliptiques dont les axes principaux soient les axes coor~ 
donnés , et qui donne pour toutes les sections perpendicu- 
laires à l’un de ces axes coordonnés des sections elliptiques 
dont les axes ’principaux soient parallèles aux deux autres 
axes coordonnés. 

Les équations des sections faites par les plans xz et yx 
pourront donc être représentées par 

a' Z' -|- C’.T* = fl’c’ . . . (w*), f; 

» y Z' -4- «’j’ —b'ç' , , . (x" ) , 
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3i6 Théorie des surfaces du second ordre. 

La première de, ces équations appartient à l'ellipse qui a 
ii8. pour arc DEB (Fig. n8), et la seconde appartient à l’el- 
lipse qui a pour arc JJGC. Gjiisidcrons sur la surface un 
point M dont la distance au plan xy soit égale à AO. Si 
par le point O on fait passer un plan parallèle au plan xy, 
la section EGE faite par ce plan sera par hypothèse une 
ellipse , les demi-axes OE et GO de cette ellipse seront les 
valeurs que prendront x cty dans les cqualions(«'*)et(x"), 
lorsqn’on y fera z-=AO, on aura donc ^ 

OE^ = ~{c^ — z'), OG’ — — fc’ — 

or , quelles que soient les coordonnées * et ^ qui corres- 
pondent à zr=.AO, on conj;oit qu’en abaissant des perpen- 
diculaires de tous les points de l’ellipse GEF sur le plan 
xy , l’ordonnée z qui est égale a AO ne pourra être que 
l’une de ces perpendiculaires. Les pieds de toutes les per- 
pendiculaires formeront sur le plan xy une ellipse HQI 
absolument scmhlahie i< l’ellipse GMEF ^ et l’on aura par 
conséquent 

AJ=OE, AK = OG, ' 

l’ordonnée Jl/Ç du point que l’on considère étant donc située 
sur le point Q qui est un de ceux de l’ellipse HQIH, les 
deux autres coordonnées AP=x et FQ—y seront deux 
coordonnées de cette ellipse ; par conséquent on aura d’a- 
près la nature de l’ellipse , art. 207 , 

AJ' .y' + AK’‘ .x' — AI'. AK' y 
ou en divisant par AI'. AK ' , 
y’ X' 

Substituant les valeuas de AI' et de AK' qui sont let 

' } ' 
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marnes que celles de ÜE' cl de 06% et faisant évanouir 
les dénominateurs , on trouvera 

a'b'z' 4- a'c’y + i’c’x’ = a'b'c^^ 

4q 5. Lorsque l’un des coefliciens L, il/, iV, de l’équa- 
tion (n*) est nul, et qu’on a , par exemple, N = o , 
cette équation se réduit à celle d’une ellipse représentée 
par 

Lx' lify’' := P... . 

Tout point de la surface sera donc assujetti à avoir son 
ordonnée z sur l’un des points d’une ellipse située sur 
le plan xy , et dont x et y seront les coordonnées. 
Pourvu que celte condition Soit remplie, z sera arbitraire ; 
par conséquent en élevant de tous les points de cette 
eHipse des ordonnées z , qui passeront par tous les degrés 
de grandeurs , ces ordonnées appartiendront toujours à 
la surface; cette surface sera donc un cylindre. 

4g6. Si L~M, la base de ce cylindre est un cercle, 
puisqu’alors l’équation Q'*) devient 

P 

497 . Enfin , si on a 

X = O et O , 

l’équation (n"") se réduit à My^ — P et donne 



Or, nous avons vu, art.43(i, que l’équation = cons/., 
est celle d’un plan perpendiculaire à l’axe des y, qui, jf>ar 
conséquent , est parallèle au plan xz ; donc l’équation 
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appartient à deux plans perpendiculaires à l’axe des y y 
dont l’un couperait cet axe, et l’autre son prolongement,’ 


à dés dista^^^jp de l’origine représentées par 


M 


De rhjperboloïde à une nappe. 

498. La seconde espèce des surfaces du second ordre 
du premier genre, est renfermée dans l’equation, art. 476, 

Xx’ + My^—Nz‘ =zP... (z»). 

En coupant cette surface par des plans parallèles aux 
trois plans coordonnés , on aura 

T 

Xx’ — Nz‘‘=P — Mfi'.. Ja"') sect. parallèle au plan xz, 
My'‘ — Nz'‘—P — X»’ . . .[b"'} sect. parallèle au plan yzy 
Xx’-f-il^’=P+iV-/* . . .{c"’) sert, parallèle au plan xy. 

Les équations (a'") et (i'")appartiennent à des hyperboles 
qui, lorsque /8 = o, et a =r o , deviennent les sections 
principales formées par les plans xz el yz. 

499. Les équations de ces sections sont donc 

Xx’ — N Z-' z= P... {d") , ' 
My'—Nz-‘=zP...{e'")y 

l’équation (<?") nous donne 



Lorsqu’on y fait x = o , on trouve z imaginaire , mais 
lorsqu’on y fait z = o , on trouve 
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De l’hyperboioïde a une nappe. Sig 

pour l’abscisse de la plus' petite ordonnée. Toute valeur 
de X plus grande, prisé positivement, ou négativement, 
correspondra à une ordonnée réelle ; donc la section 
faite par le plan xz a la forme que nous lui donnons 
(Fig. 119). Fig. 119. 

On trouverait de même que dans la section faite par le 
plan yz , l’axe des z ne rencontre pas la courbe. 

5 00. L’équation (c"'j, de la section parallèle au plan xy, 
est celle d’une ellipse dont les demi-axes principaux se trou- 
vent en faisant successivement * = o et^ = o, et sont 

par conséquent '' 

P + iVy* P 4. JVy» 

L * M ' : 

* 

La plus petite valeur qu’on puisse donner à ces demi- 
axes est lorsqu’on fait y = o ; dans ce cas , le plan sécant 
se confond avec le plan xÿ \ mais en reculant le plan 
parallèlement à lui-même , soit au-dessus , soit au- 
dessous du plan xy , la valeur de y’ augmentera conti- 
nuellement ; par conséquent l’ellipse qui forme la section 
sera d’autant plus grande que le plan sécant s’écartera 
davantage du plan xy. 

501. Pour avoir les points où les axes coordonnés 
peuvent être coupés par la courbe , on fera successi- 
vement dans l’équation (*"') 
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l’axp des z est donc le seul qui ne soit pas 'coupé paf 
la courbe, ce qui s’accorde avec ce que nous avons dit 
art. 499- Si l’on fait 



et qu’au moyen de cos expressions on élimine X, M, N, 
de l’équation (r'") de la surface, en opérant comme dans 
l’art. 4''^G 1 ou trouvera 

b'c^x^ -f- n'c'y'^ — à'b'z' — a"'ô’c’. . équation 

de Vhyperboloïde à une nappe. 

5oa. Pour obtenir la section de cette surface par un 
plan qui passe par l’axe des z, l'équation de ce plan 
étant ^ = a: tang. <p , il faudra éliminer y entre cette 
équation et la précédente , et l’on obtiendra 

(i’c’ + fl’c’ tang’ip) x' — a''^'z‘ = a^b‘‘c'‘ ; 

mettant pour * la valeur r cos ç , art. 48S> cette équation 
deviendra , 

(i’c’cos’ip -|- fl’c’sin’ip) r’ — c’i’z’ = a’b'c' , 

ce qui est l’équation d’une hyperbole qui , lorsque a =r b, 
se réduit à 

c’r’ — a’z’ a''c ' . / . . ( g'") ■ 

Ifans ce cas , toutes les sections qui passent par l’axe, 
étant indépendantes de l’angle ip , sont égales , et l’hy- 
pcrboloïde est alors une surface de révolution. 

5o3. L’hyperbole dont une partie est représentée par 

AI AM' (Fig. i 2 o), étant le lieu de l’équation 

f’r* — a*z* = o’c* , a son axe des z dirigé suivant 6’z. Si 
d’on fait lonrner ü/..^M'atHour decefaxe, la courJjeJl/y^itf' 
décrira un hyperboloïde de révolution; toutes les droites , 
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qne nui, m'n', m"n>l, etc. , décriront des cercles qui Fig.iao. 
seront anttnt de seçlioMS de la surface de révolution. ^ 

D’après ce qui précède , si l’on fait a = b dans l’é- 
quation (/''), on trouvera , pour celle de i’byperboloïde < 
de révolution à une nappe 

c*(x' -f — a*A* = a’c'. 

•î^ » 

5o4." Cette équation peut encore se trouver, à priori , 
comme dans l’art. 49‘^- 1^° général , toute surface de 
févolution s’obtiendra par le même procédé ; car dans ces 
sortes de surfaces, 'si l’on nomme r et les coordon- 
nées AQtt QM CFig. iiG ) de la génératrice » en résol- Fjg.,,6. 
vant l’équation de cette génératrice DC, on pourra obtenir 
pour g une certaine fonction de r que nous représenterons 
par /r, de sorte que nous aurons 
z=fr. 

Substituant dans cette équation la valeur +j^ de r , 
on aura *** 

pour l’équation générale des surfaces de révoiutlou. 

Ce qui précède nous indique que , lorsque l’équation 
de la génératrice est donnée , il faut changer en a?* -hj' ’ 

pour obtenir l’éqaation de la surface : par exemple, dans 
le cas de l’hyperboloïde de révolution k une nappe , la 
génératrice étant une hyperbole -dans laquelle l’axe t de 
révolution ne rencontre pas la courbe, on aura pour 
l’équation de cette génératrice 


ou plutôt 




on mettra, àla place de r*, la valeur x’-J-/* » et l’on obtien- 
dra l’équation de l’hyperboloïde de révolution à une nappA 

• SI 
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5o5. On peut trouver, <J / 7 r/or/ , IVcjuatlon de l’hyper- 
bolôïde à une nappe, d’après les propriétés suivantes de 
cette surface : ’ ' • 

■ I”. Un seul des trois axes coordonnés ne rençontre pais 
la surface; 2". toutes les sections perpendiculaires à cet 
axe sont des ellipses ; 3°. ces ellipses ont leurs centres 
situés sur cet axe, et leurs axes principaux parallèles , aux 
deux autres axes coordonnés ; 4 °- deux sections princi- 
pales qui passent par l'axe qui ne rencontre pas la surface , 
sont des hyperboles dont Taxe principal imaginaire est 
celui qui leur est commun , et dont le centre est à Tongine. 

Prenons (Fig. 119 ), l’axe des z pour celui qui ne ren- 
contre pas la surface. D’après la quatrième condition , les - 
hyperboles EBE' , DCD’, données par les sections des 
plans xz ciyz , devront avoir des équations des formes 
/ suivantes , 

I 

, c’a:’ — a’«’ = a’c’ , c’j’— b'z^ = b'c' .... (h'"). 

En considérant un point M de la surface (Fig. nq)* 
dont la coordonnée z soit représentée par QM =z AO , et 
en menant par le point O, un plan parallèle au plan xy^ 
l’intersection de la surface , par ce plan , sera l’ellipse 
MENE ; les carrés des demi-axes principaux de cette 
ellipse seront, comme dans l’art. 494 » les valeurs pren- 
dront a:’ et y’, dans le»équations {h'"), pour une même 
ordonnée AO=z: on aura donc 

OE' = ~ (c’ -f-z^), OG^ = ~ (c’ + Æ’). 

Les coordonnées x ei y devant appartenir à une ellipse 
qui aurait OE et OG pour ses demi-axes , art. 4q4 » 
existera , art. 207 , entre ces quantités la relation ^ 

♦ * -j- s= 0£’.0G>, , 
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UG^‘ ~ÔË^~^' 

Mettant dans cette équation les valeurs de OE^ et de 0(r* (**) 
«t chassant les dénominateurs, on trouvera 

b^c^x' -f- a'cy^ — a’J’c* = a^b'c'. 

5o6. Lorsque l’un des coefTicicns qui affectent les va- 
riables se trouve nul dans l’équation et qn’on a, par 

exemple, A = o , cette équation se réduit à 

Lx' -f My’‘ = P. , 

11 est*facile de prouver, comme dans l’art. 49 !), que la 
surface devient alors celle d’un cylindre (*) qui aurait 
pour base l’ellipse dont l’équation est 

Lx' -I- ’ = P. 

Si au contraire c’est L ou il/qui est’ nul , cette surface 
cylindrique a pour base une hyperbole. 

Gcy. Quand le coefficient nul est P, L’équation se 
réduit à 

, * La:’ + Mf' — A’r’ = 0. . . . (/'"). 

I • 

, Je vais démontrer que la surface qui est donnée par 
cette équation, jouit de cette propriété que toute droite 
menée par l'origine à l’un de ses points, se confond dans 
toute son étendue avec cette surface qui, par conséquent, 
est du genre des surfaces coniques 


(*) Une surface cylindrique est une surface courbe cnj^endréc par lo 
ïnouveinent d’une droite qui i*este constamment parallèle à une droite 
dunncc. 

(**) Une surface conique est une surface cnecndrcc par le mouve— 
ment d’uuc droite qui passe toujours par un même point. 


\ 


* 


3a4 Théorie des surfaces du second ordre. 

Pour cel effet, les équations d’une droite qui passe 
par l’origine étant a: = = supposons que l’in- 

clinaison de cette droite soit déterminée par la condition 
qu’elle ait un point x',)', z', commun avec la surface, 
ces coordonnées satisferont donc a— la-fois à 1 équation de 
la ligne droite- et à celle de la surface, de sorte qu’on aura 

y=bz\ Lx'^+ Mf- — Nx''=o. 

Substituons , dans la trôisième équation , les valeurs 
de x’ et de y données par les premières , après avoir 
divisé par s'?, on obtiendra 

La^ -J- Mb' — N = O, 

d’où l’on tirera 



mettant cette valeur de b dans l’une des équations de la 
droite , on aura pour les équations de cette droite 



Ces valeurs de ac et de ^ appartenant à un point quel- 
conque de la droite, si on les substitue dans l’équation (i'") 
et qu’elles y satisfassent, on pourra affirmer ijue tout 
point x,_y, *, de cette droite, est situé sur la surface 
dont (/"O est l’équation : or c’est ce qui a lieu ; car en 
faisant la substitution indiquée, on tombe sur une équa- 
tion identique. 

5o8. Si l’on coupe cette surface conique par un plan 
parallèle au plan xy, l’équation de ce plan parallèle étant 
« = y , il faudra éliminer z entre cette équation et celle 
de la surface conique , pour obtenir l’équation de la sec- 
tion qui sera par conséquent : 

Lx' -f My c= N^'. 
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• On peut reconnaitre , dans cette équation , celle d’uns 
ellipse qui est indépendante du signe de y; par consé- 
quent les Sections faites à des distances égales au-dessus 
et au-dessous du plan xy, sont des ellipses équivalentes , 
et comme ces ellipses vont toujours en croissant depuis 
zéro jusqu’il l’infini , à mesure qu’on écarte le plan sécant 
du plan XJ', on voit que cette surface conique se compose 
de deux cônes elliptiques opposés par le sommet. 

5o0. Cette surface conique est asymptotique à la surface 
courbe , c’est-à-dire , ne pourrait l’atteindre qu’en sup- 
posant y infini. 

Pour démontrer cette propriété , faisons r = y dans les 
équations (z*) et , nous aurons pour les équations 
des sections elliptiques faites par le même P^|||^ 

Lx' -j-My = P+ Ny\ Lx' -f- My' = iVy* . . . {j'"]. 

Oré ei un point était commun à ces deux elli^s (*), 
il faudrait que lés coordonnées x tly de ce point, satis> 
fissent aux deux équations , et que , dans ce ras , leurs 
premiers membres fussent égaux, ce qui nécessiterait l’é- 
galité des seconds, d’où l’on tirerait l’équation 

P + JV’y* ~ iVy*, ou + * = * » 


(*) Si en égalant auccctsiveinent z et, jr t zéro , on déterrtiioe lea 
axes principaux de ces cilipses » et ensuite leurs surfaces au moyen 
de la forrfiule nab , art* a 84 ) on trouvera que 1a dilîtkvnce de res 
•uHaces ést égale à 

P 

et par conséquent elle est indcpendatlte de > : \ les surfaces de 

ceséllipMrs s’augmentant à mesure que le plan sécant s'éloigne du plan 
pour que leur différence soit toujours la mèniej il faut que les 
tourbes s’approebeut l’une de l’aufre. 


/ 
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équation, qui ne cesse d’è^re absurde que lorsque y est 
infini. * 

5 io. Enfin, si dans l’équation (t'") on avait M=L, la 
surface conique asymptotique serait un double cône à 
base circulaire. 


De Vhyperholoïde à deux nappes. 


5 ii. L’équation Nz"' — My'' — Lx‘‘ = P (A"') 

appartient à la troisième espèce des surfaces du second 
ordre du premier genre, art. 476. 

En faisant successivement x = a , y= r = y, on 
trouve , H|ur les équations des sections parallèles aux 
plans coflPronnés , 

Nz'' — My’'-=P-\-Lit' V" ) sect. parallèle au plan yz,- 
Nz''^Lx''z=:P-\-Ml‘i' ...{m"') sect. parallèle au plan x2, 
My'‘-{-Lx'^zz=Ny‘ — P...(n"' ) sect. parallèle au plan 


les équations (/'") et (771'") appartiennent à des hyperboles; 
l’équation (n"’) est celle d’une ellipse qui cesse d’exister, 
lorsque JVy ’ — P est une quantité négative; dans ce cas, 


on a JVy’<;P ou y’< — , et par conséquent. 

w ' 


JP_ 

w 


■'<Vî 

Ma is dès qu’on prend y plus grand que V- 

le second terme de l’équation ( n"' ) s’accroissant fera 
aussi augmenter les axes de cette ellipse ; et comme y 
n’entre qu’au carré dans l’équation (n'"), en faisant y 
négatif, on trouvera du côté des z négatifs une seconde 
surface absolument semblable à la première. 11 résulte donc 

de ce qui précède , qu’en menant à la distance j 
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soit au-dessus , soit au-dessous du plan xy , deux plans 
paralltdes, la surface ne sera point comprise entre ces 
plans ; mais qu’en menant des plans parallèles très-rap- 
prochés , à mesure que l’on s’écartera du plan ay dans le 
sens des js positifs ou dans celui des z négatifs , on aura 
une suite de courbes elliptiques qui croîtront par degrés 
insensibles depuis zéro jusqu’à l’infini. 

5 12. Puisque la surface n’est _pas rencontrée par le plan 
xy elle ne' pourra donc l’être par les axes des x et 

des y qui sont renfermés dans ce plan ; mais il n’en, 
sera pas de même à l’égard de l’axe des z. 

En effet , si l’on égale successivement à zéro deux des 
variables de l’équation (A'"), en faisant 


*=o, y=o, 

Z= O, X= O , 

x=o, y = o, 



celle dernière expression est effectivement la seule qui 
soit réelle. En faisant donc 
axe réel de la surface; mais par analogie nous supposerons 

slble , puisque ces expressions sont des constantes de 
l’équation de la surface, que nous remplaçons par d’autres 
constantes. En substituant les valeurs de L , de M et de 


= a , = b , ce qui d’ailleurs est pos- 


V- 


N 


= Z c sera le seul 


(*) Cela devient encore manifeste en considérant l’équation 
» -t- Lx' = — P , 

qui est celle de la sertioa de la surlàce par le plan x^, et qui donne 
des valeurs imagiaiires par les demi-axes principaux. 


I 
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2V , tirées d« ces équations, on trouvera • 

a'b'e' — a‘‘c‘y'^ — é’c’*’ = a'A*c*. . . . ( o'") , itpiation 

d* Vhyperboloide à deux nappes. 

Si 3. On démontrerait ^ comme dans l'art. Soa , que 
la section de ta surface par un plan qui pasSe par Taxe 
des e est une hyperbole, et an moyen de l’équation de 
Cètte section, on trouverait, comme dam les art. &oa etSo3, 
qne la condition nécessaire , pour que la surfare soit de 
itéVolufion , est l’égalité des coefficiens a et b. 

5i4- Au reste, on peut trouver immédiatement cetto 
Condition d'après ce que nous avons dit, art. 5o4, que 
dans ce cas, z devait être une fonction de sf ce qui 

ne peut avoir lien que lorsque les coefficiens de x“ et de^* 
deviennent égaux : dans ce cas , l'équatioft (o*) se réduit à 

«’*’ — c’f*’ +^’) = oV’ , éçuation de 
l’fyperboloïdé de ri^elution à deux nappes. 

515. Cette équation pourrait encore se trouver, conitne 
dans l’art. 5o4, en mettant x’ à la place de r* , 
dans l’équation de la section qui passé par l’axe des z, 
qui est dé la forme u’z* — c’r’saj **a*. 

516. Ou obtient l’équation de l’hyparboloïde à une 
nappe , en modifiant ainsi l’énoncé de l’art. 5o5 : Vaxe 
^ai M tbtuhê pas ta sutjdce dans l^hfperéoli^de à une 
nappe , est précisément le seul qui la rencontre dans Vhy- , 
perbohïde à deux nappes. 

Ainsi les équations {h'") de l’art. 5o5, changeront donc 
de forma , et deviendront ici 

a'z^ — c*x* = «’c* , i*z* — cy* r= b'c ' . . . [p”') , 

car l’axe des z éUni par hypothèse celui qui rencontre la 
surface ^ il faut qu’en faisant x = o ety s= o dans les équa- 
tions (/?"')» oD trouve des valeurs réelles pour z. 
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fiÉ l*flt<>ÈRB(iL6“6É A Bit* lAff*S. 

• L’hypèfbôle donnée par la première des équations (/»"')» 
est représentée (Fig. lai) par EFE/F', et l’hyperbole Fig.iai.. 
f}fIG*H' dotitiée par la Seconde des équations (/é"), est 
située de la même manière à l’égard de l’axe des z, ■ 

Au moyen des équations (p"') , on fera le reste du 
calcul, comme dans l’art. ho5- 

617. Lorsque dans l’équation (k'") on a » 

*JW=o ou L = o y 

l'équation de la surface se réduit à celle d’une surface 
cylindrique dont la base est une hyperbole , comme on 
peut s’en convaincre par les mêmes raisonnemens que 
nous avons employés, art. 49^- 

Quand le seul CoeilGeient N est nul , la surface cesse 
d’exister , puisque son équation est alors absurde. 

5(8. Enfin quand Pt=ùy l’équation 
Nz‘‘ — My' — Nx‘ = O 

devient celle d’une surface coniqbc asymptotique à l’hy^ 
perbole à deux nappes) cela se démontrerait encore comme 
dans l’art. 5 oy. 

Des surfaces du second ordre du second 
genre. 

5 i^. Le seéohd genre des surfâtes courbes du second 
ordre est renfermé dans l’équation, art. 472 » 

en laissant Gz positif dans le premier membre , on aura 
Gz — Èy' — Cat*. 

Le premier membre étant positif, le second doit être au.sst • 
positif, ce qui ne peut avoir lieu que dans ces deux cas: 

1°. Les termes du second membre sèfOnt tous deux positifs. 

2*. L’un de ces termfe sera positif ét l’autre négatif. 
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4 

Si l’on représente donc par iVr la quantité positive Gzy' , 
et par L et par M les valeurs absolues des coefliciens 
de a: et de y, on ne pourra avoir pour les signes que 
ces trois combinaisons , 

Nz = ix* Mj* 

JVx= Lx' — My' 

• Nz=zMy^ — Lx\ 

Les deux dernières équations étant de même forme ,■ 
tout ce que l’on dira de l’une pourra s’appliquera l’autre 
en changeant l’axe des x en celui des^, et rcciproquement; 
nous ne considérons donc que de l’une de ces équations. 

Du paraboloïde elliptique. 

5ao. La première des équations que nous' nous propo- 
sons de discuter est ^ 

Lx' -j- My'' = Nz. . . . ( 9 '") ; 

elle appartient à une surface à laquelle on a donné le nom 
de paraboloïde elliptique. , 

En éliminant successivement x,y, x, entre l’équation 
( 9 '") et les équations x = a, j = /3,x=y, on trouvera 

My''= Nz — section parallèle an plan yz. 

Lx' — Nz — section parallèle au plan xz. 

Lx' + My'= Ny , section parallèle au plan xy. 

On voit donc que les sections faites par des plans paral- 
lèles aux plans zy et zx sont des paraboles, et que la sec- 
tion faite par le plan parallèle au plan xy est une ellipse. 
Ce plan XJ' ne rencontre pas la surface, car lorsque z—o, 
l’équation se réduit à 

Xx* + My' = O , 

équation absurde ; car , L et M étant essenûellement 

' \ 
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positifs , cette équation nous dit qu'une somme de quan- 
tités positives est nulle. 

521. Lorsque z n’est pas nul, comme nous avons sup- 
posé, art. Siq, que Nz était une quantité positive, sans 
rien prononcer sur les signet de iV et de z, on voit que 
pour que cette condition se remplisse il faut que N et z 
soient de signes contraires ; ainsi la surface ne peut s’é- 
tendre que d’un cdlc du plan xy. En faisant croître suc- 
cessivement y depuis O jusqu’à l’infini , le plan sécant en 
s’écartant du plan xy donnera une suite de sections ellip- 
tiques qui iront toujours en s’agrandissant. 

622. Ces ellipses auront leurs centres sur l’axe des £ 
car l’équation 

Lx^ 4* » 

qui les renferme toutes , est rapportée à une origine qui 
est le centre de la courbe ; et comme cette origine est le 
point où X et y sont nuis, elle sera donc sur l’axe desz. 

523. Toutes les sections qui passent par l’axe des z sont 
des paraboles, car en éliminant z entre l’équation ■ de U 
surface et l’équation_j'z=tang ip . a: , qui est celle du plan 
uiCB ( Fig. 1 15 ) , qui passe par l’axe des z, et en opérant Fig.nS, 
comme dans les art. 487 et 488, on trouve que la condition 
necessaire pour que la surface soit de révolution, se réduit à 

L = M. ' ■ ■' 

On voit d’ailleurs que cette condition est celle qui 
doit être remplie dans ce cas , art. 5o4 , puisqu’elle rend z 
une fonction de x' -j- y^. Si l’on change donc L en M 
dans l’équation (9'") , on trouve 




N 


ou en faisant — p , 

M 


S 
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a:* +y’ s=/»r , équation du parabolàïd* 
elliptique de révolution. 

5 a 4 - Oft pourrait trourEr , à priori, ctttè équation en 
résoirant le probléine .<iuivént. 

Chercher quelle est la surface de rivolutiofi qui, étant c 6 u~ 
pée par ütt plah qui passe par l'axe des z , dohne ibujouts 
pour section une parabole dont l’axe principal sait ce même 
àxe des z. 

En représentant par r’ pz l’éqjiation de la section 
faite par un plan qui passe par l’aàe des z, H suffit, 
art. 5 o 4 , de changer dans cette’ équation f' en x* + J"’ 
pour avoir celle de la surface demandéè. 

SaB. On peut trouver l’équation du paraboloïde ellip- 
tique d’après les propriétés Suivantes ; 

I °. Deux des plans coordonnés donnent pour sections des 
paraboles qui ont le mime axe principal. 

2®. Toutes les sections perpendiculaires à cet axe sont des 
ellipses. 

, Les sections faites par les deux plans coordonnés ne 
pouvant se rencontrer que suivant une droite qui est l’un 
des axes coordonnés , cet axe que nous, prendrons pour 
celui des z, sera l’axe principal des deux paraboles dont, 
par conséquent , nous représenterons les équations par 
y' = pz, y-'zzznz. 

Si dans la première de ces équations, on prend AO—z 
Fig.iaci (Eig. 122) , on aura 

OD'—pz. 

Par la même raison , = nz. ». 

Les coordonnées x y devant satisfaire à une ellipse 
dont les demi-axes principaux sont OD et OG, on aura, 
art. 207 , 

OB' .j’-f-OG’ . x^—OB ^ . OG' 

ou pzy' + nzx' = /rnz' , 


I 
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QU, en 4>vi$unt p4r pns , 



muitipliaiit par une quantité arbitraire N et faisant 


on aura 




My' + Lx^ zxz Ns, 


Du paraboloïde hyperbolique. 

5a6. L’équation 

N Z = L*‘ — My^ 

est celle d’une surface courbe k laquelle on donne le nom 
de paraboloïde hyperbolique. 

537 . Si l’on coupe cette surface par des plans parallèles 
aux plans coordonnés qn Uouve pour les sections faites par 
ces plans 

Lx' = Nz -|- Af|8*. . •(r^'O patalb *u plan **, 
My* z=i — Nz -}- sect. parall. au plan_y«, 

Lx* — My' — Ny (<"') sect. parall. au plan ay, 

.i 

Les équations (r"') et (s'") appartiennent à des paraboles, 
et l’équation (t"') est celle d’une hyperbole. 

SaS. Si l’on fait /3= o et a = 0 , on trouve que les traces 
sur les plans xz etyz ont pour équations , 

Xx* = Nz... [u'") sect. faite par le plan xr, 

My‘‘ = — Nz,\ . [y"') sect. faite par le plan_yr. 

La première de ces équations est celle d’une parabole 
qui a ses abscisses sur l’axe des z, et la seconde est celle 
d’une parabole qui a pour des abscisses le prolonge- 



334 Théorie des surfaces du second ordre. 
ment de l’axe des z. Ces paraboles sont situées dans les 
plans xr et qui sont perpendiculaires entre eux. 

Si dans l’équation ( u'" ) nous représentons par AO 
Fig.i 23 . (Fig- taS) valeur de celte équation nous donnera 

X* ou OE’‘=. 

Xj 

Si à la distance AO on mène un plan parallèle au plan xy, 
la section faite par ce plan aura pour équation 

- Zx* — My = N.AO. 

L’axe réel de cette hyperbole sera la valeur de x qui 
répond à = o : or dans ce cas nous avons 



ce qui est précisément la valeur que nous avons trouvés 
pour OE’; donc les sommets de cette hyperbole seront aux 
points E et E', c’est-à-dire sur la parabole EAE', donnée 
par l’équation Qu'"')- 

Ce que nous disons du point £ pouvant s appliquer 
à tous les autres points de la parabole, nous conclurons 
que dans la partie des z positifs , la surface se compose 
d’une suite d’hyperboles qui sont parallèles au plan oy, 
èt qui ont leurs sommets sur deux des points de la para- 
bole EAE'. 

-52q. A mesure que le [flan sécant s’approche du plan 
en lui restant parallèle^ l’axe réel ££' de l’hyperbole ASJl'5' 
diminue jusqu’à ce que le plan sécant se confonde avec le 
plan XJ- ; dans ce cas l’équation de la surface devient 

et donne 

> = ±:x]/4-; 
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ce qui montre que cette section se réduit au système de 
dei» lignes droites. 

530. Si le plan sécant passe au-<lessous du plan ay, y 

change de signe ^ et l’équation de la section parallèle au 
plan 3cy devient ' 

Lx' — My' = — N y , 

ou plutôt 

ATr’ — Lx^ = Ny (,«/"). 

531. En comparant cette dernière équation à l’équa- 
tion on voit que l’axe réel EE' de l’hyperbole 7Wiî'5' Fig.iaj. 
située au-dessus du plan xy^ est parallèle à l’axe des x, 
tandis que l’axe réel de l’hyperbole VTV’T située au- 
dessous du plan xy, est parallèle à l’axe des y, par consé- 
quent si les plans sécans. sont menés- à égales distances 

du plan xy , l’un au-dessus et l’autre au-dessous de ce 
plan , les'équations (/"') et («»'") ne différeront que par le 
signe de y, et les hyperboles /LS/i'5' , fTP T' jouiront 
de ceUe propriété que le demi-ajce réel de l’une sera égal à la 

consume qui multiplie V^—i dans l’expression du demi- 
axe imaginaire de l’autre. 

53a. On peut démontrer , comme dans l’art. Sag , que '' 

toutes les hyperboles situées au-dessous du plan xy pa- 
rallèlement à ce plan, ont leurs sommeu sur la parabole 
donnée par l’équation {v"'). 

533. Si l’on fait passer un plan par l’axe des z, l’équa- 
tion de ce plan sera 

' • ^=xuiig. (ji; 

et éliminant J entre cette équation* et celle de la surface, 
on aura pour l’équation de la section faite par ce plan 

( i — A/ Ung.* P ) ar’ = iV> ; ' 


r' 
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et en iàisiïnt pcx^^r r.o$ (ÿ , elle (Jcviendra 




( L cos* (ÿ — Msin’ ^ ) r* = iV«. . . (*"0 > 


équation d’une parabole MAM ' qui a son sommet 
à l’origine A où rtsA. nul. Cette parabole se prolongeant à 
l’infini, doit nécessairement rencontrer le plan qu’on mène- 
rait par lepoint 0 parallèlement au plan xy : or, tout point 
de cette parabole appartenant à la surface , et l’hyperbole 
RS R'S' contenant tous les points de cette surface qui sont 
renfermés dans le plan parallèle au pian xy , mené par le 
point O; il suit de là que la parabpledoit passer par deux 
points de l’hyperbole RSR'S'. 

Pour déterminer ces points , faisons zx= AO dans 
l’équation (ac"') , nous Uourerons 


et r 




N. AO 
A cos’ y — Jkf sin’ ^ 


= ^cr, 


de l’égalité de ces valeurs àoACol de AC, concluons que les 
points M et M' de la parabole MAM' sont situés symétri- 
quement sur l’hyperbole, c’est-à-dire que WtoEM—E'M'. 

On peut donc concevoir le paraboloïde hyperbolique 
comme formé par une infinité de paraboles qui ont leurs 
sommets en A et qui coupent symétriquement les branches 
des hyperboles RSR'S' VTV'T, 

534 . Il est facile de trouver l’équation du paraboloïde 
hyperbolique,’lorsqu’on donne les équations des paraboles 
formées par deux des sections principales : pour cet effet , 
supposons que l’axe commun à ces paraboles soit celui 
des e, on aura, art. 5a8, pour les équafions de ces para- 
boles , 
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Cela posé par un point arbitraire K (Fig. i 23 ),pris sur la F 
surface , menons un .plan parallèle au plan xy ; les coor- 
données de ce point seront 

z~uiO, x=OI, y=lK. 

tes coordonnées x et y devant appartenir à un point de 
l’hyperbole RSR'S', déterminons les axes de cette hyper- 
bole : or , en représentant z par jiO , les équations {y"') 
donneront 

OE’' = , O'G^ — — nz ; 

et les constantes de l’hyperbole RSR'S' seront, art. 53i , 
Vpe et \/ nz 

s 

L’hyperbole RSR'S' aura donc pour équation , 
nzx' — pzy‘‘ = pnz' ; 

divisant par pnz, multipliant par une quantité arbitraire 
N, et représentant par L et par M, ce que deviennent les 
coefUcieiis de x' et de , on obtiendra Xa;’ — My^ — JSz. 
.Cette équation, ayant lieu entre les trois coordonnées d’un 
point quelconque pris sur le paraboloïde hyperbolique, est 
celle de sa surface. * 

535. Nous avons vu , art. 277 , que les asymptotes de 
l’hyperbole forment avec l’axe réel des angles dont les tan- 
gentes trigonométriques , de signes contraires , sont égales 
au rapport du. petit axe au grand axe de l’hyperbole. 
L’équation («>'") de l’hyperbole RSR'S' (Fig. 124) donne 
pour ces tangentes trigonon\étriques 


/ 
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Fig.ia5. Ces expressions étant indépendantes de y , les asymptotes 
À'L' A'Ii' ( Fig. ia5)de la section , feront entre elles le 
même angle que LiAIf- Donc les plans AL' ^ AH qui 
contiennent toutes les asymptotes* des sections, seront 
asymptotiques à la surface. ^ 

Des surfaces du second ordre du troisième genre. 

^ 536. Les surfaces du second ordre du troisième genre 

ont pour équation , art. 47^ •> 

Az^ + //j + A’x = O ; t 

t.Tk laissant Az' positif dans le second membre, on obtient 
— Hy — Kx = ai-’. 

Les deux termes du premier membre seront bu tous deux ^ 
positifs , ou de signes contraires : ainsi , en ayant égard 
à la remarque de l’article 477, nous n’aurons à discuter 
que ces deux équations, • 

My — Nx= Az'. . .Çz'") 

My+^'xz=Az\...{_a"') 

537. Si dîns l’équation {z'") on fait z = o, on aura 

My = Nx...{b'') ^ 

pour l’équation de la section principale sur le plan ay. 
Cette énuation est celle d’une ligne droite AL (Fig. iat>). 

Fie. 126. 

qui passe par 1 origine. 

Si l’on fait ensuite r = y, dans l’équation («"') , on 
aura ‘ 

Nx , yiy’ 

' M "M' - ' 
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pour l’équalion de la section formée par un plan parallèle 
au plan 3^. L’angle X'yf'X' (Fig. laGj que cette seclionvi'X' Fig.iaS. 
fait avec la parallèle A'X' à l’axe des*, a la même tangente 
trigonométrique que l’angle LAX. Donc toutes les sections 
telles que A'L ' , formées par des plans parallèles à xy, 
sont parallèles , et la surface peut être engendrée 'par une ' 
droite qu’on ferait mouvoir parallèlement à elle — même, 
et par conséquent est une surface cylindrique. 

538 . La section faite par un plan Z' A' Y' (Fig. 127), 
parallèle au plan/z, est une parabole quia pour équation Fig.ia7. 

/ My Na 

~T' 

Si l’on fait 

iV. 

y = y' + -j;j 

l’équation de celte section deviendra 



le sommet de la parabole sera donc au point, où =0. 
Dans ce cas l’équation (c"') se réduit à 


Na 



Cette valeur de y est précisément celle qu’on trouver.! it 
en faisant a; =•( dans l’équation (i”) delà droite Donc 
le sommet de cette parabole est situé sur la droite AL. 

Ce que nous disons du plan Z' A'Y' pouvant s’appli- 
quer à tout autre plan qui lui serait parallèle, il résulte 
de ce qui précède que toutes les sections formées par les 
plans parallèles au plan yz .sont des paraboles qui ont 
leurs sommets sur la droite AL. 
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53 g. Si l’on observe maintenant que toutes ces para- 
boles ont le même paramètre , on peut concevoir cette 
surface comme engendrée par une parabole MDN, qu’on 
ferait mouvoir parallèlement au planer, de telle manière 
que son sommet restât toujours sur la droite AL , et son 
axe dans le plan 3 y. 

540. D’après la propriété que nous venons de recon- 
naître dans cette surface, on peut trouver son équa- 
tion: car soient = a* l’équation de la droite AL, et 

=py" l’équation de la parabole MDN ; x, y, z repré- 
sentant les coordonnées , Ç'M d’un pointM, on a 

Mq' — p.Dq, DQ=A'Q—A>D 

ou z‘‘ ^p.DQ , DQ= y — ax. 

Eliminant DQ , on trouve 

z‘‘ =py — apx. 

541. Enfin, ilest facile de reconnaître que l’équation (a") 
appartient à une surface de la même nature que celle que 
nous venons d’analyser : car en faisant x — — x', c’est— à—' 
dire eu prenant l’axe des x' sur le prolongement des x , 
on aura une équation de même forme que la précédente. 


Des plans tangens aux courbes du second 
ordre. 

I 

542. Nous avons vu que l’équation générale des courbes 
du second ordre est toujours susceptible d’être dépourvue 
des termes qui contiennent les rectangles des coordonnées, 


a 
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sant quf celte équation perde sa généralité; nous pourrons 
donc la mettre sous la foriii.e 

tiz'^ -f- Cx’ 4 - Dz 4 * Ey 4- Fx -\- G = o. . . . (d’’’') 

Par un point O pris sur la surface (Fig. 128), faisons F'S-taS. 
passer le plan O/, dont l’équation est en général 

ix4-J»fy4-iVx4-P=o, ^ 

Il s’agit de déterminer les cocfficiens de cette équation 
par les conditions nécessaires pour que le plan devienne 
tangent à la surface courbe , au point O. Pour cet eflet , 
menons par le point O deux plans OQX ' , OQY' paral- 
lèles , l’un au plan xz et l’autre au plan yz ; rcs plans 
couperont la surface suivant les arcs ORX! , OSY', et le 
plan OIIIK suivant les droites OH et OK : or , il est 
évident que si le plan est tangent à la surface , les droites 
OH , OK devront être des tangentes aux arcs ORX' , 

OSY' ; car si cela n’étah pas , le plan OHIK couperait la 
surface courbe. 

Cela posé , les coordonnées du point O étant représen- 
tées par a, , 0 f y , elles satisferont à-la-fois à l’équa- 
tion (d") de la surface et à l’équation du plan^ on aur» 
donc 


v’) + 4- C(*’ — «’) 

-f-O (« — y )4 l£ (y— 4. £(* — «) — o. ..(e'r) 


L M 

— ») 4--^ (r— e)4- (« — y)... (/’)■ 

Les plans OQY' et OQX' ayant respectivement pour, 
équations ' 


* = « , y — $ y 


34a Théorie des surfaces du second ordre. 
les sections OSV et ORX' s’obtiendront en substituant 
successivement ces valeurs de a: et de dans l’équation (e'''), 
et l’on aura , 

.eO+B(*— y)+£(j'— ^)=o. • 

y#(z’ — y’)+C(a;’ — a’)-j-i)(r— y)+F(* — a)—o . . ■(A”') 

De même en substituant successivement x-=a.tiy—^ 
dans l’équation (/‘■'^ du plan OlilK , on obtiendra pour 
les équations des droites OK et OH , 

M 

L 


Déterminons maintenant les coefficiens par les 

N N 

conditions que les droites OK , 0/f soient des tangentes 
aux courbes ORX ' , OSY', ‘ 


Pour cet effet l’équation {{"') étant celle d’une droite OK 
qui passe par un point a, fi, y de la courbe OSY' , assujétis— 
sons cette droite à passer par un second point de cette courbe, 
alors elle deviendra une sécante; si nous supposons ensuite 
que les deux points coïncident , cette sécante se changera 
en tangente. En désignant par a « |8 + i 7+7^ • 
les coordonnées d’un point commun à la courbe OSY' 
et à la droite OK , ces coordonnées satisferont donc à 
lenrs équations (j‘^) et , et l’on aura 

ji ( 2 yy'+/>) -0 ( 2 fifi'+fi'^) -f Dy' + E fi' = O 


M 

~^fi' + y'=0. 
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jÇlliminant y' entre ces équations , et ordonnant ensuite 
par rapport à /3' , on trouvera 

F+'^'] = »• 

Supprimant le facteur fi' , qjii affqgle le premier 
membre de cette équation , l’autre facteur déterminera , 
art. a5a, pour fi' la différence des coordonnées des points 
de contact , dans le sens des y ; et puisque ces points 
se réunissent quand la droite 'devient t'angente , on a 
dans ce cas fi' = o, ce qui réduit le premier facteur à 

— * y ^ I® — ^ ^ 


d’où l’on tire 


M 

N 


t B fi E 


2 y "4* D 

en traitant de la même manière les équations (A”) et (/’)> 
on trouvera pour la valeur du second coeiTicient 

E 2 C te E 

• ‘ ir~ 2^y+D' 

Cette valeur de pourrait d’ailleurs se déduire de celle 

M 

de ) car les équations (ù”) et (y*'') sont de mêmes formes 
que les équations (^”) et 

' Si l’on substitue dans l’équation les valeurs que 

nous venons de déterminer pour et pour ) nous 
trouverons pour l'équation du plan tangent au point a, fi, y 
(a Ca-4-^^ 2 Bfi E 


- 4 Cr* 'w 
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344 Théorie des surfaces du second ordre. ’ 
ou en faisant évanouir les dénominateurs 

/S)+(2v<y+C)(z-vî=o. . (fc’O 

543. Les équations de la normale au point a , ^ , y 
de la surface peuvent se déduire facilement de celle du 
plan tangent :%n- effet, les équations d’une droite étant 

x—az -|-tt , y—bz + /3. . . (/”) 

pour que cette droite soit perpendiculaire au plan 
dont (s'") est l'équation , il faut qu’entre les cocfficiens des 
variables, il y ait, art. relations 

:^Ca.\Fz=a{p.A^■\■B), sJî^+Ez=biiA-/+D). . .'(m”) 

la normale étant assujétia à passer par le point «, ; 6 , y* 
les équations (/'’) deviennent dans ce cas 

X — a=a{z—y'), y — &=b{z—y). 


substituant dans ces équations les valeurs de <2 et de d tirées 
des équations on obtient ■’ 


X-— « 


2 Cct-|-/’ 

2,Ay-]^D 


(^— y) , 


3.Ay-^U 


{Z— y): 




Telles sont les équations d’une normale au point«,/ 3 ,y, 
donné sur la surface courbe du second ordre. 


* 


FIN. 
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De la manière d’étudier les Mathématiques ; par P. -H. 
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1'*''. Partie: Arithmétique, i vol. in-8. Soc. 

II'. Partie : Algèbre. 6 fr. 

111'. Partie: Géométrie, i vol. in-8. 6 fr. Soc. 

Cours de Mathématiques de Bezout , à l’usage' de la ma- 
rine . revu et augmenté par P. Peyrard , adopté par 
l’Université finpériale j)our l’usage des Lycées ; 

1"'. Partie : Arithmétique , nouvelle édition de t8to. 


1 vol. in-8. 3 fr. 

II". Partie: Géométrie, i8io. i vol. in-8. 6 fr. 

111'. Partie : Algèbre, i8io. 6 fr. 

Cours complet de Mathématiques pures ; par P.— L. — B. 
Francoeiir. 2 vol. in-8. tSfr. 


Traité de Calcul conjectural , ou l’Art de raisonner .sur 
les choses futures et inconnues , avec des applications 
aux jeux d’adresse et de hasard , à l’économie politique 
et commerciale , à la Physi(jue systématique , à la mé- 
taphysique, et généralement a la solution de toute sortes 
de questions curieuses et intéréssantes sur les proba- 
bilités ; par Ant.-Séb. Parisot. 1 vol. in-4. ;8 fr. 

L’Arithmétique decouverte- par un enfant de dix ans , ou 
Manière d’enseigner l’Arithmétique aux eufans ; par 
J.-B. Vuillier. i vol. in-8. 5 fr. 

Traité élémentaire et raisonné des principes d’écriture 
française , à l’usage de la jeunesse , et des maisons 
d’éducation de l’un et l’autre sexe ; par Person Collard, 
maître d’écriture. 1 vol. in- 12 . 1 fr. Soc. 

Les Difficultés de la langue française, résolues d’après 
l’autorité de l’Académie ( ouvrage indispensable à tons 
ceux qui veulent écrire et parler correctement la langue 
française ) ; par A.-P. Pornin. i vol. in- 12 . 2 fr. 

Cours théorique et pratique de la langue française ; par 
A. Leraare. 2 vol. in-4- brochés en un. 12 fr. 


Cours théorique et pratique de la langue latine ; par 
Lcmarc. 2 vol. in-4. 7 fr. 5 o c. 

Racines latines; par le même, i vol in-i8. Sfr. 

Dictionnaire géographique de Vosgien , nouvelle édition, 
augmentée par Barthélemy. 1 vol. in-8. 7 fr. 5 o c. 

Dictionnaire clés rimes; par Richelet , «augmenté par Bar- 
thélémy. 1 vol. in-8. 7 fr. 

Bedzor , ou Voyages de l’orpbelin sans l’être ; par 
Etienne-Claude Salignac-Fénélon. 2 v. in-12. fig. Sfr, 

Momus en délire , ou les Chansons le.s plus gaies , tant 
des chansonniers que des autres poètes français , depuis 
Villon jusqu’à nos jours. S fr. 

Le Coin du feu, chansonnier, i vol. in-18. fig. 1 fr. 20 c. 

Almanach de Bacchus , ou Elite de Chansons et Ronde.s 
bachiques. 1 vol ln-12. 2 fr. 

Dictionnaire historique d’éducation ; par Fessier , nouv. 
édit., i8oq. '2 vol. în-8. . . i4 fr. 

Mémoire sur l’observatoire de Méragah ; par Jourdain. 
I vol. in-8. è I fr. 5 oc. 

Nouveau vocabulairé français ; par Wailly , quatrième 
édition, 1809. i vol. in-8. 7 fr. 

Elémens de Géométrie ; par A.-M. Legendre , huitième 
édit. 1 vol. in-8. ■ 6 fr. 

Nouveau Dictionnaire bibliographique , deu-viéme édit. ; 
par F. J. Fournier. _ 1 vol. in-8. ' 10 fr. 

Cours de Mathématiques à l’usage de l’Ecole centrale 
des Quatre-Nations ; par Lacroix : ouvrage adopté par 
le Gouvernerhent pour les lycées et les écoles secon- 
daires. 8 vol. in-8. 33 fr. Soc. 

Chaque volume se vend séparément , savoir: 

Traité élémentaire d’Arithmétique , neuvième édit. 2 fr. 

Elémens d’Algèbre , huitième édition. 4 b’. 

Elémens de Géométrie, huitième édition. 4 b'. 

Traitéélémentairc deTrigonornétrie rectiligne et sphérifjue, 
et d’application de l’Algèbre à la Géométrie , cinqineme 
édition. 4 br. 

Complément des Elémens d’Algèbre, troisième édit. 4 fr. 

Complément des Elémens de Géométrie, ou Elémens de 
Géométrie descriptive , troisième édition. 3 fr. 

Traité élémentaire de Calcul différentiel et de Calcul in- 
tégral , seconde édition. . 7 5 o c. 

— E.ssai.s sur l’Enseignenient en général , et .sur celui des 
Mathématiques en particulier, ou Manière d’étudier on 
d’enseigner les Mathématiques, i v. in-8. 5 fr. 
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• • 

DES 

PRINCIPAUX OUVRAGES DE FONDS 

ET AUTRES EN GRAND NOMBRE, 
COMPOSANT LA LIBRAIRIE DE M*“ COURCIER, 

Imprimeur-Libraire pour les Mathématiques, la Marine , les Sciences 

et les Arts , 

RUE DU JARDINET, N» la, QUARTIER SAINT-ANDRÉ-DES-ARCS- 

( CI'DEVAirT QDAI DES CRANDS'AUGVftTlIIS , 57> ) 

PARIS. 

Mai 1817. 


AVIS. Inilependammenï des Ouvrages portw sur Je présent Catalogne , on trouve 
à ma Librairie un assortiment considérable de Livres anciens et nouveaux sur 
toutes les parties des Sciences et des Arts en general, mais pariiculièreuicnt sur 
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Vüistoire naturelle, les Belles-Lettres, etc., etc. 
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( Les Lettres non affranchies ne me parviennent pas. ) 

Kota.Tous les prixmarque'ssurlc pre'sciu Cataloguesont ceux dePatis et brochés; 
les personnes qui désireront recevoir les Livres francs de port par la poste, ajou* 
teront un tiers en sus. {' Les Ouvrages reliés et cartonnés ne peuvent être 
envoyés par cette voie.) 

ADET. Leçons élémentqires de Chimie, in-8. , 6 fr- 

ANNALES DE MATHÉMATIQUES puces et appliquées, rédigées parM, Ger- 
gonne,6vol. in-L , 108 fr. 

( y oyez h la lîn du Catalogue. ) 

ANNUAIRE présenté an Roi par le Bureau des Longitudes de France, pour 1817, 
in-t8. ( Cet Ouvrage parait tous les ans. ) i fr. 

AZEMAR et GARNIR. TRISECTION DE L’ANGLE, suivie de Recherches 
analytiques sur le même sujet, iu'8. , i8og. a fr. 5 o c. 

BAGC/T. Tables analytiques des Calculs' d^intéréts , etc. □ fr. 

BAILLY. HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE ANCIENNE ET MODERNE , 

dans laquelle on a conserve liac'ralcment le texte, en supprimant seulement les 
calculs aDstraits, les notes hypothétiques, les digressions scientifiques ^ par V. C. , 
a vol. in-8. 9 fr. 

(Cet Ouvrage se donne très souvent pour prix dans les Lycees.) 

J}ARRUEL, ex- Professeur h l’École PolytecbniquevTABLEAyX DE PHYSIQUE, 
6u Introduction h celte science, îi l’usage des Elèves de PEcolc Polytechnique j 
nouvelle édition , entièrement refondue et augiucmcc, grand * cait. 10 fr. 
B)''RL 1 NGH 1 KRI. Examen des opérations et des travaux de César au siège 
d’Alczia, etc., ia-8. , i8ia. 8 fr» 
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( a ) 

BRRTÎOULU. (Joannis) Opéra, 4 ™l. in-}. , relief 
BKKNOULLI. (Jacobi) Of/era, 3 voi. ia-4- 

. .. - jifrs cotnectandi , iii-4. 

BERTHOlJli. iMecanicii'n de la Mâtine, Mcmbn de l'Institut de 
.ŒUVRES SURL’HORI.OGERU: , fcavtiir : 
i*. L’ART DE CONDUIHE ET DE REGLER LES PKÎSDULES ET LES 
MONTRES, cjiialrièmc édition, augmentée d’une ijlanchc, cl de Ja manière 
de tracer la ligne méridienne du tciin» moyen. Puiis, 1811, vol. in-rj , 

a\cc 5 pl. a fr. 5o c. 

a® 


a®. ESSAI SLR L’HORLOGERIIÎ , dans lequel on traite de cei art relativcnieiit 
îj l’usajic civil , è ^A^tronülTlie ri h la Navigation, avec 38 pl. , a vol. in* 4 . 36 * fr. 

8°. HISTOIRE DE LA MESURE DU l'EMS i'AR LES HORLOGES. 

Paris, i8ria, a voU in- 4 . , avec a 3 pl. gravée.'.’ 36 |V. 

4 ®. TRAITÉ DLS HORLOGES MARINES, contenant la théorie, la construc- 
tion , la inain-trceuvre de ces macliinca , et la uiaitièrc de Jea éprouver, un 
Gros vol. iu- 1 ., 7- pl. j>. 

5 ®. ÉCLAlRLÏSSEMENS SLR L’INVENTlON , la iJiéoric, la cnvisuuctton 
et les énreuves des nouvelles machines proposées en France pour la détermi* 
nation des longitudes en inci pur la mesure du tems, servant de suite à V/Cuai 
sur VHorlos-crit t et au 'J'railé des Horloges miffiurs , etc., 1 v. in-i. 6 fr. 

LES LONGlTLDh>> PARLA MESURE DL TEMS. ou Méthode pour 

déterminer les longitudes en mer , avec le secours des horloges marines , i v. 
in-.j. O fr, 

DE LA MESURE DU 'lEMS, ou Stipplémçnt au Traité des Horloges 
marines et h rr 2 ss.*i sur l'Horlogerie, conieiMint les princi|>es de consiruclinn , 
d'exécution cji d’épreuves des netites horloges h longitudes, {Kirtatives, cl l'aj>- 
plieation des Whucs piiiicipes de coii.<iti iirlion, etc., aux luotitrcs de poclrc, etc., 
un vol. in-4- a'cc j t pl.inch. »-n taillc doure. 18 fr. 

8°. TRAITÉ DES MOÎNTRh^ A LONGITUDES, contenant la description 
et tous les détai's de main-d’œuvre de ces machines, leurs diiuetisions, la ma- 
nière de les <-proiiver,, etc. 

go. Suite du InAlTE DhS MONTREES A LONGITUDES, contenant la 
construction <les Montres veriicaliy* portatives et celle des Horloges horizontales, 
pour servir dans les plus longues traversées, un vol. in /}* rleiix plarKiies 
en taillcHioucc. — Prix de re^ deux derniers volumes réunis en un seul , q 4 fr. 

jo<>. Supplément au TRAITE DflS MONTREES A LONGITUDES, suivi dç 
la Notice des recherches de rAutcur, depuis i^ 5 a jusqu'en 1807. g fr. 

BÉRTRAND. Développement nouveau de la partie élémentaire des Mathéma- 
tiques. Genève, 1770, 3 ▼ol. in-i. , 33 fr. 

BE\ON. APPLICATION DE LA THEORIE DE LA LliCISt.ATION 
PÉNALE , ou Code de la {Sûreté nublimic et particulière , fondé sur les lègles 
de la morale universelle, sur le iiroii des gens, ou primitif des so<‘iélé*, et 
sur leur droit particulier dans l'état actuel de la cmli.sation , rédigé en Projet 
pour les États de Majcsic le Roi do ^avière, dédié à Sa Majesté, et im- 
primé .avec son autorisation, un vol. in-fol. , jSo^. 36 fr. 

BE/OUT. COURS COMPLET , DE MATHE'NIATJQUES rusage de la 

Marine, de rArlillerie et des Elèves de TjCcole Polytechnique, en 6 voL 
tii'8. , édition revue et augmentée par M.^I. Re3maiid, Examinateur des Can- 
didats do l’Ecole Polytechnique ; Garuicr , ex-protesscur à l'École Polylechuiquc , 
elRossel, Membre de l'Insiitiit. ^ 3g fc. 

Chaque volume se vend séparément, savoir: 

ARITHMÉl’IQUE. AVEC DES NOTES fort diendaes, et des Table» de 

Logarithings , etc. , pai Retivacd, huitième édition, 1816, r vol. iu-8. 3 fr. 

GÉOMÉTRIE, AVEC DES NOTES fort étendues, par Reïxaüd, 1813. 5 iv. 

— ALGÈBRE DE BEZOUT et application de cette science è rAriihméiique 

et h la Géométrie. Nouvelle éililion, avec des Notes fort étendues, parREXNAUo, 
in-8. ^1813. 5 IV. 

— mécanique , nouvelle édition, revne et considérablement augmentée, par 

M. Garnier . 3 vol. iii- 8 . 10 fr. 

— TRAITÉ DE NAVIGATION, nouvelle édition, revue cl augmentée de 
Notes, et d’une Scciion supplémentaire où l’on donne la manière de faire Je* 
Calculs des Observations, avec des nouvelles Tablçsqui les facilitent; par M. de 
Rosscl, Membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes, ancien Capitaine 
de Vaisseriu, etc. Novembre 181}, un vol. in- 3 . , avec 10 planches. 6 fr. 
Cette édition du Cours de Alathématiques de Hezout est la plus cprrecte et la 

plus complète de toutes celles qui ont paru jusqu'à ce jour* 

BIGQUJLLEÏ. Du. CaUul des Prolahilués, iu 4 a fr. 5o «. 


( 3 ), . 

BIOT, ISlcinW de rinshtnt, etc. THAirK ELElVrENTAIRE D’AS'IT.OKO- 
MIE PHÏSIQUE, (Icsiioc à renseignement dans les Lycees, etc., 3 vol. 
in-é. , i8to. , a 5 IV. 

■'—ESSAI DE GEOMETRIE A?iALYTIQUE appliquée aux Courbes et aux 
Surtaccs du second .ordre, in-8. , 5 * édition, i 8 i 3 . 5 Ir. 5 o c. 

PHYSIQUE MÉCANIQUE de Eischer, traduite de raUemand, ia-8. , 

édition, i 8 i 3 . 6 fr. 

— TAULES BAROMÉTRIQUES portatives , donnant la diHërence de niveau 
par une simple soustraction , in-8. i fr. c. 

— A’.ti/yisurniisloirc gencralcdes Sciences pendant la rcvolnlion, in*8., i fr. 5 o c. 

RLAVIER. A^ouueau BarrémCf ou Comptes faits en livres , sous et francs, suivi 
d^in Barn}mc pour les Mesures, in-8. . . T fr. 

BOILEAU et AUUIBERT. RARRÉME GENERAL, ou Compies faits de tout 
ce qui concerne ios nouveaux poids, rnesnvcs et inotmaies de la E'rance^ suivi 
d'un Vocabulaire des dilTtfrens poids, lui'sures et monnaies, tant français qti'e- 
tran<;ers, comparés avec ceux de Paris, un vol. d« 4 ^o pages, ia-B.,' broebe , 
i 8 o 3 . 6 fr,; 

BoitEAU. Art poétique, traduit en yers latins par Paul, in-8. 5 fr. 

BOKOA. TABEfô TRiGO!S()MEf’RI(^UE'!> DÉCIMALES, calculées par 
Ch. Borda, revues, augmentées cl publices par J. B. J. Deiambre. Paris, de 
riniprlrncrie de lu République, an iX , in- 4 - la fr. 

Bossu T. Histoire generale tJes Mathématiques ^ depuis leur origine jusqu'à 
l'onnéc i8o8, a vm. in*S. , i8io. la fr. 

* Saçgio sulla Storia generale deilc Matematiche, prima cdizionc italiana, cou 
liilessioni od a^gtunie di Gregoria Eont<iia. MiLmo, 4 vol. iii-S. , hr. i 5 fr. 

B(JUCHARLA 1 , Professeur de Matlicmatiques transcmdanteF aux Étolcs mi-, 
liiaircs, Docteur ;«-S. icnccs, etc. THÉORIE DES COLRriEî; ET DES SCR- 
FACES DU SECOND ORDRE, précédée des principes Ibndamentaux delà 
Géométrie analytique, seconde édit. , uiigmcntéc, m-8. 5 fr. 

ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET DE C.ALC U L INTÉ- 
GRAL., in 8 , i 8 i 4 « 4 f*"* 5 o c. 

ELEMENS DE MECANIQUE, in-S., i 8 i 5 . 6 fr. 

BOUCHER. Institution au Droit marilinie, etc., Ouvrags utile aux marias, né- 
gocians, etc., rtc,, i vol. in-4- i8 fr. 

BÔLCHF!SE 1 CHE. Notions élémentaires de Géographie ; Ouvrage qui a eut 
jugé propre k rinstrucüon publique, quatrième éditiou , considérablement aug- 
tuentee, in*ia, i8<'9. a fr. 5 o c. 

BOUILLON-LAGRANGE, Manuel d’un Cours de Chimie ^ ou Principes 
théoriques et pratiques de cette science, avec 7 tableaux, a 3 planches, et la série 
des cxjWiicnces faites à l'Ecole Polytechnique, 3 vol. in-8.^ édition. 20 fr. 
Manuel du Pharmacien,, in-8., seconde édition. ‘ 6 fr. 5 o ç, 

BOURDON. THÈSE DE MECANIQUE qui a été snntcnnc le 9 Mars i8ir 
devant ht Faculté des Sciences de Paris, suivie du Programme de la Thèse 
d' Astronomie qui a etc soutenue le 25 Âlars 1811, devant lu même Faeuhé, 
in- 4 -^ ^ 2 fr. 5 o c. 

BREISLACR. Introduction a la Géologie, traduite de Titalien par Bernard, 

I vol in-8- , 1812. ^ ff. 

BRISSON. Pesanteur spécifique des Corps. Ouvrage utile à THistoire naturelle, 
aux Ans et au Commercé, i vol. in' 4 * ^vec planches. i 5 fr,. 

I Dictionnaire raisonné de Physique , 6 vol. in- 8 .. et atlas in-4. 3 fi fr. 

BUDAN. Nouuelle Méthode pour la résolution des Équations tiuiiiéiiques dVa 
degré quelconque, d'après laquelle tout le culrul exigé pour cette résolujiou sc 
réduit a remploi des deux premières règles de l’arilhmciiqtic , in*4. 1807. 5 fr. 

JIULLIARD. Histoire des Plantes vénéneuses et sus[>ccics de la France, un vol. 
in-8. , nouvelle édition. 4 R"* 5 o c. 

BUQUOY. Exposition d'un nouveau principe de DynamiquCf in- 4 -, i 8 i 5 «» 

2 fr. 5 u c. 

BURCRHARDT, Membre de PInstilul et du Bureau des Longitudes de France. 
TABLE DES DIVISEURS POUR lOUS LES NOMBRES DU 2«. 
et 3 * MILLION, avec les Nombres premiers qui s'y trouvent, 1 vol. grand 
in-4-, papier vélin, 1817. ^ fr. 

Nota. Chaque million sc vend séparément, savoir : le million i 5 fr. , et les 2*' 

et 3 * million, chacun 12 fr. 

•— TARLF^S DE LA LUNE, Ouvrage faisant partie des Tables astronomiques 
publées parie Burt^au d<^ Longitudes,, in.4. , 1812. 8 fr. 

CAGNOLL TRAITE DE TRIGONOMETRIE, irad de l'italien par M. Qionipré, 
deuxième édition ^ revue et cousldcrablemenlauguieuiév, in-4*’ i8 ir. 


/ 
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■CANARD. Traité élémeyitaire du Calcul des inénuationSy in-S. , fl fi. 

CARNOT, Membre de l'insiitut et de la Lcgiün-dUlonucur. GEOMETRIE DE 
POSn iON, iti-4- » papier vcHn, i 8 o 3 , i8 fr. 

—— //iem , grand papier veliu. 3 ü f» . 

Mtmoiie aui Ui iclaiion uni existe cnlic les distances respectives de cin(f 
points qiielcont|ues pris dans respuce , suivi d'ua Essai sur la théorie des Trans- 
versales, in-.l., iHod. SR*. 

DE LA DEFENSE DES PLACES FORTES, Ouvrage compose par ordr« 

du Gouvememeul, pourl’iiisuuclion des Élèves du Corps ilu Genre, a* editiou , 
i8i I , in-8. , ^ *î* 

Le même Ouvra|?c, trnisicme édition , considèrableraent augmentée, un vol. 
in-i. avec it planclijrs très bien gravées , i8ia. . fr. 

DE LA CORRELATION DES FIGURES DE GEOMETRIE. Paris, 

an 0, in-8., grand papier. d Ir. 

REFLEXIONS SLR LA METAPHYSIQUE DU CALCUL INFINI- 
TÉSIMAL, seconde édit., i 8 i 3 . o ^ 

Exposé desa conduite politique, depuis le i«r juillet 1814. in-8., l 8 i 5 .i fr. aSc. 

CAR'I'E lîOTANTQUE de la Méthode naturelle de Jussieu, iii-8. , et 4 table .ux, 
format alluntiuuc. ^ ® 

CHAMBON-DE-MOTSTAUX. Traitéde la Fiewre maligne simple, ctdcs Fièvre» 
compliquées de malignité, 4 in-ia. 

CllANTREAU. Histoire dc France abrégée et clironologhjuc, depuis la première 

cxiK’diiiüii des Gaulois jusiju’en septembre 1808, etc., 180S , a v(d. iii-8. ^ !*"• 

—^Tablettes chronologiques et documentaires pour servir ?» rélude de PHisloire 
civile et militaire de la France, depuis Fariivée de Jules-César dans les Gaule» 



avec 8 pi. in-8. , i8og. ^ 7 ?” ”• 

CH( 3 MPKÉ. Mcüiode la plu. naturelle et la plu» simple d'enseigner h lire, in-8., 

1 8 1 3 . . . , I fr. aS c. 

CHORON, Correspondant dc l'Institut. Mld'HODK ÉLKMEN TAIRE DE COM- 

po.smoN, oh les préceptes sont soutenus d'un grand nombie d’exemples tre» 
clairs et fort étendus, elhPaide rie laquelle ou (kuU a[»prendre soi-méme h composer 
toute csiièce dc Musique} traduite ue l’alleraand de AJbrechtsbergcr (J. Georg.) , 
Organiste de la Cour dc Vienne, etc., et enrichie d’une inlr<«luclion et d un 
irraud uombie de NüW.*s , par A. Clioion , a vol. in-8. , dont un de Musique , 

1814. *>- 
CHRISTIAN. DES IMPOSITIONS et de leur in(liicncc sur rimluslrie agricole 

mauufactuiièxe cl comuicixiolc , ci sur la pios£>éiiic publique, iu-S. , i8r.{. 

a fr. 5 «i c. 

CLAIRAUT. ÉLÉMKNS D’ALGÈBRE, sixième édition, avec des Notes et de» 
Additions très étendues, par M. Garnier, précédé d’un liailé d’Aritlimétiqud 
par Tliéveucuu , et uuc Instiuctiou sur les nouveaux poids et mesures , a vol. m-o.^ 

- — THEORIE DE LA FIGURE DE LA TERRE , urée des ptmcipts dc 1 Hy 
diostatique , iu-8. , deuxième édition , 1808. 

CONDILLAC. Langue des CalciiU, iu'8. 

■ - Le même ouvrage, a vol. io-ia. 

Grammaire française , 1 vol. iu*ia. 

CONDORCET 
rendues ^ 1 
f Moyen 

deuxième édition , in-ia. 

CONNAISSANCE DES TEMS h l’usage des Astconoraes et des INaviguteurs , 
publiée par le Bureau des Longitudes de France , pour 1 année 1817 , avec i^di- 

4!:; 

6 fr. 

/</. ’ pour l’anne'c 1818 , sans Additions. 4 J]''* 

— /d. , pour Tannée 1819, avec Additions. o If- 

— yd., pour Tannee 1819, sans Additions. 4 tr. 

On peut se procurer ta Collection complète ou t'.a années séparées de cet 
Ouvrage, depuis-ffio jusqu'à ce jour. 

CORDIER ( Eduioad) , Instituteur. L'AhcUle française, a vol. in-8. fr fr- 


10 fr. 
5 fr. 
4 fl . 
a fr. 


CET. Essai sur l’application de l’Analyse aux probabilités des décision» 

I la pluralité des voix , 1 vol. in-4- . . , n i 5 fr. 

n d^apprendre à compter sûrement et avec facilité J Ouvrage posthume, 

I »>r1ilinn t IX. JO C« 


lions, broché. 

_ 1 yj. ^ pour l’année 1817 , sans Auditions. 
— Id., pour l’année 1810, avec AiUlitions. . 

Ê,J «sn.iv PnrtnuA iKtft «anc A/lrllLinnfi. 


CORDIER. Mé.fnr\rxnl iie 77ïro J ota, in-8. ï fr. i5 

•' ■ Prênaratinna Vètudede la hÎYthr\lfHuie^\T\^»y i8tn. 3 fr. 

COI^SIIS. TRAITE Elémentaire dcPAnaljse mathcmatir^uc Otj d’Algèlne , 
in-8. , , i fr. 5o c. 

TRAITÉ DU CALCUL DIFFÉRF.NTIKL et intésral, a vol. in-4. , 6 i.l. ai fr. 

D’ARREU. FRmerPES MATHEMATlQUKStle feu Joseph-AnastHSe.l» Cimlia , 
Profcssear ^ rUnWeriile de Coimbre (comprenant ccnx de TArithmccique , de 
Ja ücomctric, de l'Algèbre, de son application à la Géométrie, et du C;Jcul 
difTéicntirl et integra) }, traites d'nne mautèTe entièrement DoUTclle , traduit litté> 
ralciiiunt du portugais , in-8., iSif). 5 fr. 

D'ALEMRJ^RT. ( Collection complète de scs ouvrages snr les Mathématiques. ) 

D’AR('.0N\ Z)e la force militaire considérée dans set rapports conservateurs, un 
vol. ln-8. 3 fr. 

DADRK. Essai d’idéologie, in-8. 4 l'^* 

D’AljRL'IîiSON. Mémoire sur les Basaltes àc la Saie^ accompagne «robscr- 
valions sur l’origine des Rasaltcs en général , lu à la Classe des Sciences physiques 
cl raatlifinaliqncs de l’Institut national, an a 1, in 8. 3 fr. 

SDALLNOY. talcul des Intérêts de toutes les sommes à tous les taux, et |>oiir 
tous les jours de l'année , etc. i fr. 8o c. 

DÉPENSE D’ANCONE et des Dépariemcns romains, le Tronto, le Musone et le 
Mei.iuro , par le général Monnicr, »ux années ^ et 8, îi vol. in-8. lo fr. 

DELAJSTRE, ancien Professeur h l'École Mihtairc de Paris. Kncyclopédie de 

VIrwenieitr , ou Dictionnaire des Ponts et Chaussées, 3 voL iu-8., avec un vo). 

de pï. , i^*4* 4^ fr** 

PELAMRRE , Secrétaire perpétuel de l’insiitin , Membre de la Légion-<l’Honneur, 
Trésorier de l'LlnivcrsilC' royale de France, cir, TRAITE COMPLET D’AS- 
'l'HONOMIE THÉORIQLE ET PRATIQUE, 3 vol. ia-4., avec agplancli., 
1814. (>n fr.. 

Nota. Cet ouvrage est sans contredit le meilleur Traité /l’Astronomie et 1s . 

plus complet qui ait encore paru : il remplace celui de .Lalande qni est épuisé. 

5 Abir-c dii.raéine üuvîagc, ou LELONS ÉLÉMENTAIRES D’ASTROr 

NO.MIK THÉORIQUE ET PRATIQUE données au College de France 
un vtil. in-8., avec i4 planch., i8i3. lo fr. 

• ME l'HODES ANALYTIQUES pour la détermination d’un arc du Méridien^ 

Paris, an 7. in-4- 6 fr. 

— TABLES ASTRONOMIQUES publiées par le Bureau des Lnneitude» de 

de France. Première partie, Tables du Soleil par M. Delambre^ Tables de la 
Lune par M. Bürg, in*4* > î8oC. i8 fr^ 

— l’ARLES ASTRONOMIQUES pahliécs par le Btirean des Longitudes de 

Frîinte; nouvelles Tables de Jupiter et de Saturne ralculées d’après la théorie 
de M. Laplace, et suivant la division décimale de l’angle droit , par M. Bouvard,. 
in-.L 0 fr.. 

^—TABLES ASTRONOMIQUES du Bureau des Longitudes; Tables éclip- 
tiques des Satellites de Jnpiter, d’après la théorie de M. Laplace et la totalité 
des observations faites depuis 166a ju»qu'à Tan iSoa, par M. Dclambre, in-4., 

— V'aRLFS DR LA LUKR (i-oyez BURCKHARDT. ) ° 

' Hasp,s du Système métrique y 3 vol, in-4. BORDA. ) C6 fr. 

DELAMETHERlE, Professeur au Collège de France, Rédacteur du Jonrnal d# 
Physique, etc. CONSIDÉRATIONS SUR LES ETRES ORGANISÉS , a vol. 

in-8. . 13 fr. 

■ DE LA PERFECTIBILITE et de la dégéucrcsceiicc des Etres organisés, 
formant le tome 3e d»’S (Considérations sur les Etres oig^ni«és , i vol. in^. (î fr. 

DE LA NATURE DES ETRES EXISTANS , i vol. in-8. 6 fr. 

— LEÇONS DE MINERALOGIE données au College de France , 2 voL in-8., 

1812. 14 fr. 

—■LEÇONS DE GÉOLOGIE données au College de France, 3 vol. m-8. , 

. . 18 fr.. 

DELAU. DÉCOUVERTE DE L’UNITÉ et généralité de principe, d'idée et 
d’exposition de la Science des Nondtres, son application positive et régulière K 
l’Algèbre, a la Géométrie, et snrtouc It la pratique, aux dcvcloppemcns et k 
Ptocirnsion dn pr.écieux système décimal , etc. 3 fr. 

DELUC. TRAITE ELEMENTAIRE DE GÉOLOGIE, in-8... i8.oq. 5 fr, 

DES.TUTT-TRACY\ Pair de France, Membre de l'Institut. ÉLÉNlENS D’I- 
DÉOLOGIE, 4 Tol* iu-8. aa fr* 

Chaque volume se vend séparément , savoir : 

IDÉOLOGIE proprement dite , in-8. , édition. 5 Iju. 
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DESTUTT-TRACY. grammaire, in-8. s fr. 

■■ '-LOGIQ^K, în*8. , * 6 fr. 

TRAITÉ DE LA VOLONTE ET DE SES EFFETS, et 5« Partie», 

in-8., i8i5. 6 fr^ 

—PRINCIPES LOGIQUES, ou Recueil de faits relatifs & rintelUgence humaine, 
in-8. , . a fr. 

DEVEiLEY. ÉLÉMENS DE GEOMETRIE, avec fîgurcs , seconde édition , in-8., 
i8i6. ^ 6 fr., 

Physique iTIÜmile , mS. ‘ 4 

Et autres auv,rotîes du mdme Autevr. 

DIEUDONNE-THIÉBAUI/r, Proviseur du Lycee de Versailles. GRAMMAIRE 
PHILOSOPHIQUE, ou la Metai>ii\siquc , la Logique en un seul corps de doc- 
trine, ïTol. in-8. •) fr, 

— l’raite du Style , o vol. in*8. . . Q fr. 

DIONIS- DO -SEJOUR. TRAITE DES MOUVEMENS APP.iRENS DES 

CORPS CÉLESTF.S, a vol. in-/). 4^ fr. 

■ Essai sur les Phénomènes'-, rtc. , in-8. 6 fr. 

DRUET. Mémoire sur diScreulcs questions relatives h la Physique gencTale , in-8., 
i8ii. ” I fr. a5 c. 

DUBOURGUET. Traité de JV'auigation , Ouvrage approuve' par Plnstitnt de 
France, tt mis à la purice de tous les Navigateurs, i8o8, iu-4* , ligures e| 
tableaux. 03 fr. 

— Traités élémentaires de Calcul différentiel et de Calcul inte'grol , indepen- 

dans de tout-*s nutions de quantités inUnitesinialei et de limites ; Ouvrage mis à 
la portée des Commencans, et où se trouvent plusieurs nouvelles théories et mc- 
tho<les fort simplitiées 'd'intégrations, avec des applications utiles aux progrès des 
Sciences exactes , a vol. lh-8. i 6 fr« 

DUCHATELET. Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, a vol. 
in-4* ^ 34 fr. 

DUCRF.ST. faites nouvelles sur les Courant d'eau, la Navigation intérieiue et 
la Marine , in-8. , i8o3. 4 

DUFRESNE. Barréme, ou Comptes faits, pour les achats et ventes d'eau-de-vie, 
in-8. a fr. 5o c* 

DUWN, Capitaine du Génie maritime, etc. DÉVELOPPEMEN'S DE GÉO- 
MEriTUE , avec des applications à la stabilité des vaisseaux, aux déblais et rem- 
blais, au détilcmeat, a l'optique, etc. , pour faire suite ù'ia Géométrie descrijp- 
tive et h la Géométrie analytique de M. Monge, in-4., avec planch., i8i3. i5 Ir. 

——ESSAIS SUR DEMOSTHENES et sur son éloquence, contenant une tra- 
duction des Harangues pour Olynthe, avec le texte en regard; des considérations, 
sur les beautés des pensées et du style de l'Orateur athénien , in-8., i8i4* 4 

— Du rétablissement de V Academie de Marine , i fr. 5o c. 

■ ■ Tableau de C Architecture navale militaire , analyse, etc., 10*4’» t3i5. 

DUPUIS. MÉMOIRE EXPUCATIF DU ZODIAQUE chrnnotngiàuJ'et my- 


l’y lient, d'apiê. les Egyplii ... 

' déens et les Calendriers grecs, in-4. ,. 1806. 6 fr. 

DUPUIS. ANALYSE RAISONNEE DE L’ORIGINE DE TOUS LES 
CULTES, ou Religion universelle ; sur l’ouvrage pnblie en l’an III, vol. in.8. 3 fr. 

DURAND. Statique élémentaire, on Esaji sur réut géographique , physique et 
politique de la Suisse j Ouvrage consacré à l’instruction de la jeunesse, 4 
în.8. la fr. 

DUTENS. Analyse raisonnée des principes foadainentanx de l’Economie politique , 

DUVILLARD. RECHERCHES SUR LES RENTES, les Emprunta , etc. , in-4. ‘ 

C Ir. 

— ANALYSE ET TABLEAU de l’iniluenec de la petite vérole sur la mortalité 
à chaque Age, et de celle qu’im préservatif tel qme la vaccine peut avoir sur la 
, population et la longévité , 1806, in-4. 

F.Joqe de l'Ivresse, nouv. édit., £ig. , in-ib. 1 fi’- 5o c. 

Klnee de Vnllaire, parLaharpe, in-8. 1 fr. 5o c. 

EULER. ÉLEMENS D’ALGEBRE, nonv. édit., 1807, a vol. in-8. ta fi. 



O oy Google 



(7 ) 

EULKR. LETTRES A UAT, PRirxCt:SSE D’AI.LKMAr.TVE, snr .livcrs snin, de 
Physique et de Philosophie, nouv. edit., conforme h redition originale de Saitii- 
PtUcrsDoiiic , revue cl augmciilec de l’Klope d'Kuh'r par Condorcet, et de diverse# 
^otes par M. Labey , Docteur ^s-Scicnrii î» l’Universiie, rx-Institiiieiir à rKcoîe 
Polytechnique, etc., a forts vol. in-8. de itSo p«g. » imprinus en cüractèrc neuf 
dit ttcci'o groiHxit, et sur pap. carre fin, avec h* portrait de rAutciir, i8ia, 
Tjrochcs. i 5 *fr. 

— Et |>apicr velin , dont on a lirrf quelques eremphni-cs. 3 o fr. 

— ^Introuuciio in Analysin înfinitoriini , a vol. in-}* 3 } fr. * 

Et tous les autres Ouvrages de cet Auteur. 

FISCHER. PHYSIQL'K IWECA^’inCE, traduite de rallcmand, arec des No ira 
dcM. Biot, in 8., seconde «lit., iHi 3 . () fr. 

FCECRIEU, Membre dcrinst»tiiluah<»nftl drsSeienecset drsAris, et dn Rurean des 
Longitudes, etc. VOYAGE AU'I'OCR DI MONDE, nrnrlam L‘s années 
1791 Cl 179a, par ETJKISNE MARCHAND, pnr«îc dVne Introductio»! Insto- 
iKpic; auquel on a joint des HechrrrlicT sur les Terres australes de DraKc, et 
un Examen critique du Voy.age de Roggewren , avec OrliM» et Figures; par 
P. C. Claret Fi.eorieu, Membre de nnstiint national des ^icnccs cl des Arts, 
et du Rurcuu des Loiigitndes, etc., 4 vol. in-j., 1809. 4 ^ fr. 

— Le m^me Ouvrage, 5 vol. in-8., avec Allas in-A. fr. 

Application du Système metriffue et décimal i» l’Hydrographie et anx Calculs 

de Navigation , in- 4 - 5 fr. 

FLORE NATURELLE ET ECONOMIQUE DES PLANTES QUI CROIS- 
SENT AUX ENVIRONS DE PARIS, au nombre de plus-dc 400 genres et de 
1400 espèces, contenant l’cnumcraiion deces PJarttes , rangées suivant le système 
fie JiK'Sieu, etpar ordre alpliahclique , leurs noms 11 iviaiix , leiii's synonymies fran- 
çaises, leurs fieseriptions , les cndioits où se trouvent les pins rares, lenrspio- 

J uictés pour les ali mens, les incdicauicns , l’art vétérinaire, les arts et métiers et 
’omement des jardins : édit. , augmciuéc de la Flore natureUc et de ai planchrs 

soigiiciiscmcnt gravées; par une Société de Naliiraliste», 3 vol. iu- 8 . de plus Je 
080 pacf‘s. 10 fr. 

FUURCROY. TABLEAUX SYNOPTIQUE DE CHIMIE, in-foi., can. 9 fi. 
— Anolyse chimique de TEnu sulfureuse d’Enghicn, pour servir à l’iiistoirc de» 
eaux snifurenses eu général, iti-8. ^ 5 fr. 

FRANÇAIS, Piofcsseur à Metz. Alémoire sur le mom^ement de rotation d’un 
eorps^olidc autour de son centre fie masse, m-}., i 8 i 3 . a fr 5 o c. . 

FRANCHINI. A/émoires sur l'iiuégiaiion des Equations dilféreniielles , in*}. 

I fr. 5 o c. 

FRANCCEUR , Professeur de la Faculté des Sciences de Paris, Examinateur dos 
Candidats de l’Flcole Pulyicclmiqne, etc. 

I®. COURS COMPLET DE MATnÊMATIQUF.S PURES, dédie h S. M. 

Alexandre D** F)nipcrcnr de tomes les Russie^; Ouvrage dcsiiiié aux Elèves des 
Ecoles Normale et Polytechnique, et aux CafididaU qui se préparent h y être 
admis, avpl..in>8** avec plamlic.s. i 5 fr. 

a». l'RAlTE ELEMENTAIRE DE MECANIQUE, h l’usage des Lycées, etc., 
4® édit. , in- 8 . 7 fr. 

>. ELÉMRiNS DK STATrOL’E, in-8., . 3 Ir. 

4 “. LRATSOGRAPHIE, ou TRAITE ELEMENTAIRE D’A.S'rROTVOMIE, h 

Pusage des personnes peu vci&ces dans les 3 lailiumt(iqiics , accompagné de Pla- 
nisphères, I vol. in-8. 7 fr. 

FULTON. (Robert) Recherches sur les moyens de peifcctiouner les Canaux de 
navigation , et sur les nombreux uvamagt-s des peiiis CauaiiX, etc., avec le Sup- 
plément. 7 fr. 5 o c. 

FURGENSEN. (Uibain) IIuil igcr. Principes jtfcnémi/j* de l’exacte mesure d«i 
temps par les Horloges, etc. Cojieuhague , i 8 o 5 , i vol. in- 4 *» avec allas d* 
If) planches. 3 o fr. 

GARNIER, ex-Profes-senr h l’Ecole Polytecimiqur , Docie.ur de la Faculté des 
Sciences de l’Univcrsilc'. Prolrssciir de ^llttheru.lli<|ues ù TEcolc ruyale militaire. 
COURS COMPLET DE MA'IHEMATIQI ES, comprenant:' 

I®. TRAITÉ D’ARTl’fLVIÉTIQUE ù Tusage des Elèves de tout âge, deuxième 
édiliop , in-8., i8*8. . a fr. 5 o c, 

a®. ÉLEMENS D’ALGEBRE h Tusage des Aspirans h TÉcolc Polytechnique, 
' troisième cdiliop , in*8. , 1811, revue, corrigée et augmentée. 5 fr* 

3 ”. Suite de ces Éiéuieiis, a« pailic. ANALYSE ALGÉBRIQUE, nouvelle édit. , 
considérablement augmentée , in-8. , i8i4* B fr. 

4 ®- GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE, ou Application de TAIgèbre à la Géométrie, 
cecondo édition I revue ctaug(u«ntvc,uu vol. iu-8. avec i 4 pi*i i 8 i 3 . Ô fr. ^o c. 
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GAHiVlER. 5 <*. LES RÉCIPROQUES DE LA GÉOMÉTRIE, snitîsd’un Re- 
cueil de Problèmes cl de 'riief»r6nics , et de la construction des Tabks tngonomé'» 
trique* , in-8. , édition , ronsidi-rablemcnt aupnenlee, iSio. 5 fr. 

6o. iXemkiss de géométrie, contenant les deux Tiigonom^tries, les Ele'- 
mens de la Polygonumetric et du Jere des Plans, et ITntroducüon h la Géomé- 
trie dcsrriptiYc, un vol. iu-8. , avct? pl., i8ia. , 5 fr- 

LETT) 1 \S DE STATIQUE îi Tuaage des Aspirans h l’École Polytechnique, 
vol. iîv8., avec la pl, , i8ii. . t 5 fr. 

8®. LEÇONS DE CALCUL DIFFÉRETNTIEL, 3 * édition, un roi. in-8. ,avcc 

4 p1.,'’i8m. n fr. 

çj". LFX^'ONS de calcul INTEGRAL, un vol. in-8. , avec pl. , i8ia. 7 fr. 

10®. Discussion des Hacines des Ecjnations déterminées du premier degré Ji 
plusieurs inconnues, cl élimination entre deux équations de degrés quelconques h 
deux inconnues, dcnxièuie t^liiion.. i fr. Soc. 

GAUSS. RECÜERCHES ARITHMETIQUES, traduites par M. Poulet Dclisïe , 
Elève de PEcolc Polytechnique, cl Professeur de Mathématiques à Orléans, i roi. 
in-^., 1807. 18 fr. 

GIRARD, Ince'nieur en chef des Ponts et Chaussées, pircrieur du Canal de 

i’Ourcq et des eaux de Paris. RECHERCHES EXPERIMENTALES SUR 
Li’EAU ET LE VENT considérés comme forces motrices, ûppUcal»les aux 
ïnouiin.s et autres machines h mouvement circulaire, traduit de l’anglais de 

Sineuton, in- 4 > » avec planches , 1810. 9 fr. 

' ■ Traité analytique de ta résistance des Solides y et des Solides d’égale rcsis* 
tance, in-4. l 3 fr. 

GIHALDKAU. La Banque rendue facile aux principales nations de l’Europe, 
suivie d’un nouveau Traité de l’achat et de la rente des matières d’or et d’argent y 
arec l’Art de tenir les Livres en parties doubles, >793, in' 4 * >5 fr. 

■ ' Le Flambeau des (Comptoirs, contenant toutes les écritures et opeVaiions de 
Commerce de terre, de mer et de Bauque, nouvelle édition, corrigée et augm. , 

Glï?iD-cilÂNTRANS/FSSAI SUR LA GÉOGRAPHIE PHYSIQUE? fe 

climat et l’Iiistoirc naturelle du département du Doubs, a vol. ia*8. 10 fr. 

GOUDIN ((Euvres de M. R. ), contenant un Traité sur les nroprictés communes k 
toutes les Courbes, un Mémoire sur les éclipses de Soleil, nouvelle édition, 
in- 4 - 7 fr. 5 o c. 

GRASSET-SAINT-SAUVEUR. L’ANTIQUE ROME, ou Description histo- 
rique et pittoresque de tout ce qui concerne le peuple romain , dans ses costumes 
civils , militaires et religieux, dans scs mœurs publiques et privées, depuis R o- 
mulut jusqu'il Aiigiiste ; Ouvrage orne de 5 o portraits, j vol. in- 4 - 12 fr. 

^—MUSÉUM DE LA JEUNESSE, ou Tableau historique des Sciences et de» 
Arts{ Ouvrage orné de gravures coloriées, représentant ce qu’il v a de plus iu- 
lérrssani sur l’Astronomie, la Géologie, la Météorologie, la Céogrupiiic , les 
trois règnes «de la Nature, les Mathématiques, la Mécanique, la Piiysique, etc. , 
un gros vol. in*4- , renfermant ^4 R^^'^isons , i8ia. 80 fr, 

GUY()T- Récréations de Alalliématiques , nouvelle édition, 3 vol. in-S. , avec 
100 figures. 18 fr. 

HACHETTE, cx-Profcsscor h l'Ecole Polytechnique. PROGRAMME D’UN 
COURS DE PHYSIQUE , ou Précis des Liions sur les principaux phénomène» 
de la nature, et sur quelques applications des Mathématiques à la Physique, in-8., 
i8c^. 5 fr 5 o c. 

-'■■■■ Traité kIcs Surfaces du second, degré ^ in-8. , i 8 i 3 . 4 *'■' 

■ Traité élententaire des Afachtnrs ^ 1 vol. iu-4. , avec 28 pl. , iSr r. 2n fr, 

Correspondance sur CEcole Polytechnique , premier volume, contenant i(^ 

Numéros, in-8. 12 fr. 

■ Idem y tome II, comprenant cinq Numéros, avec pl. >2fr. 

— Idem , tomcili, comprenant trois Numéros , nvcgpl. I2fr. 

On vend séparément chaque Numéro et chaque V olume, 

HASSENFRATZ. Cours de Physique céleste, seconde édition, avec 2f) plane. , 
I vol. in-8. , 7 fr. 5 oc. 

IIATCHETT, Membre de la Socie'té royale de Londres. .EXPÉR 1 F.NCES NOU- 
VELLES ET OBSERVATIONS SUR LF.S DIFFERENS ALLIAGF.S DE 

L’OR, leur pesanteur spcciüque, etc. , traduites de l’anglais par Lernt, ContrAlciir 
du moniioyage à Paris, avec des Notes par Guy ton-Murveau , etc,, iu-4. 9 

HAUY, Membre de riustiiut et de la Legion-d’Honneur. Traité élémentaire de 
physique^ 2 vol. in-8., pan. vélin ( le panjer ordinaire est épuisé). 33 fr. 

— ^'Tableau comparatif des résultats de la cristallo- 
graphie et (le l'Antilyse cliimique, relativement à la clauiiication îles Miné- 
raux , vol. in-8. 5 fn 5 o c. 
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HAUY. Traité de A/mtVa/ocie, 4 '^ol- *“' 4 - _ <56 fr 

— Essai d’une thénrie snr la structure des Cristaux, m-fl. A fr. 

HISTOIRE DES INSECTES NUISIBLES ET UTILES A L’HOMME, aux 

bestiaux, A l’agriculture, au jardinage et aux arts, arec la méthode de détruire 
les nuisiÙes et de multiplier les utiles, cinqniAme t^it. , a vol. in-ia. A fr. 

HISTOIRE DES PRISONS DE PARIS et des Departemens, contenant des Mef. 
moires rares et précieux j le tout pour serrâr A l’Histoire de la Révolution française 
OuvraRC dédié A tous ceux qui ont été détenus comme suspects, 4 '’ol. in-iâ 
ornés de 8 figures , 1797. , . ta fr. 

HOMASSEL, Elève gagnant ni.altris<;, et ex-Chefdcs Teintures de la Manufacture 
royale des Gobelins. COURS THEORIQUE ET PRATIQUE SUR L’ART 
DE LA TEINTURE EN LAIiNE, soie, fd, coton, fabrique d'indienne en 
grand et petit teint, suivi de l'Art du Tcintnrier-Dégraisseiir et du Rlancbisseiir, 
arec les exj^'rienccs faites sur les végétaux colorans, revu et aiigmentépai BouilInn- 
Lagrange,Wofesscur et auteur d’unCoiirsde Chimie, 1 vol. in-8., nouv. édit. 5 fr. 
( Cet Ouvrage est le plus pratique et le meilleur qui ait encore paru sur la 

Teinture. ) 

J.ANTET. Traité élémentaire de Mécanique, inS. ' G fr. 

JANVIER. ( Antide ) A/nnue/ Chronométrique, nu précis deeeqni concerne le 
Tems, ses divisions , scs mesures, leurs usages, in-iS. , Cg. , i 8 i 5 . 3 fr. 

Essai sur les llorloees publiques, etc., in-8. 3 fr 

JOURNAL DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, par MM. Lagrange, Laplace, 
Monge, Prony, Fourcroy, Bertbollet, Vauquelin. Lacroix, Hachette, Poisson) 
Sganzin. Guyton-Morveaii , Barnicl, Legendre, Haiiy, Malus. 

" La Collection jusqii’A la fin de 1816 contient seize Cahiers in- 4 - renfermés 
. ^ 

96 fr. 

6 fr. 
9 fr. 

7 fr. 
analj> 


rii quinze, otcc des planclies j elle comprend les ler, 3 «, 5 «, Ce, 

loe, ne, i3e^ j5e^ i6« ci 17* Cahiers. 


Chsique Cahier sépare se vend, 

Kxcepte' les i 4 ® et 17® Cahiers, qu’on vend , 

■ El le i6e, 

INota. Il n’existe pas de Cahier; on prend la Théorie des Fonctions 
tiques de La^rance pour former ce*q® Caliier . 

JOURNAL DE PHYSIQUE, ÜE CHIMIE, D’HISTOirtE NATURELLE et 

dos Avis , 83 vol. in- 4 -» ph t etc.( f^ox- la fin du Cataiuguc. ) 1000 fr. 

KKAMP, Professeur de Mathématiques. Elémens d'ArithniSt rsellc 

in-8.., 1808. ^ fri 

— — Efémvns fie Gènmetrie^ in-8. « fr 

LAC AILLE. LEÇONS ÉLÉMENTAIRES DE MATHEÎUATIOUES, aiigl 
juentees par MAklE, avec des Notes par M. LABEY, Professeur de Mathéma- 
tiques, et ex-Examinateiir des Candidats pour PEcolc Polytechnique; Ouvrage 
adopte par PUniversiic pour Pcnscigncmeni dans les Lycées, etc., in>8. , fig 
, ^8*!. 6fr. Soc. 

LAC AILLE. Leenns d' Optique y augmentées d’on Trajtc' de Pcripcciivc, in-8. 

seconde édit. , i8oî. (5fr| 

LACOUDR.AYE. Thénrie des E'ents et des Ondes y in-8. _ 4 fr. 



2 fr. 

I 

fr. 

fr 


Chaque voljmte sc vend scp.arémcnl, «avoir : 

TRAITE ELEMENTAIRE D’ARITHMETIQUE, i 3 rédit., i 8 i 3 . 

ECEMKN.S D’ALGÈBRE. ii« édition, i 8 i 5 . 

ELEMENS DE GÉOMÉTRIE, io«édit., 181,4. 

— ^TRAITE ELEMENTAIRE DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE 
SPHEBK.H’E, et il’Application d’Alcéhre A la Géométrie, 6 « édit. , i 8 i 3 

COMPLEMENT DES ELE.MENS D’ALGEBRE, 3 » édition. 

COMPLEMENT’ DES EU; 31 ENS DE GEü 3 Ib:TRIE , ou Élémens de 

Géométrie descriptive . 4* édit., i8ia. 3 fr 

— - TRAITE ELEMENTAIRE DE CALCUL DIFFÉRENTIEL et de Calcui 

intégral, i' édit.-, i 8 ifi. - fr 5 o c 

— ESSAIS SUR L'ENSEIGNEMENT en général, et sur relui des Mathéma'- 
tiques en parlicuher, nii JManière d’étudier et d’enseigner les IMaihématiqiirs 
I vol. in-8. , »' édit., 1816. 5 f/ 

TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DU CALCUL DES PROBABILITÉS, inJ».) 

i8i6. 5 fr 

Cg Cours de Mathématiques, le plus complet qui existe, est généralement adopté 
dans l’instruciion publique. ' 

—TRAITE COMPLET DU CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL, 
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édition, revne et eonsi<lrral)Icment augmentée, tome I et II, in- 4 . Cr. 

Le tuinc II, qui vicut de paraître , se vend séparément, ao (ré 

^OTA. Il reste encore des exemnlaiies du troisième volume de la première édition 
de c« t Ouvrage, contenant un Traite des Differenres et des Sériés, et qui peut 
comploter ledit Ouvrage, en atiemlanl que la seconde édition de ce Uoisième volume 
soit iiupriruoc; il s<* vend sépnronienl , l 5 IV» 

LAGHA^(fE , Membre de rinstilnt et du Oiireau des Longitudes de France, etc* 
MKCAiNlQUE A^ALY'ri(^>LE, uonv. édii., revue et considoiablomenl aug- 

menlèr. par l'Auieiir, a vol. in- 4 ‘ » ibtict i 8 i 5 36 Ir. 

•— THFIOKIK Oies FOlSCTiOKS AISALYTIQÜES. contenant les piinci(»es 
du Calcul difTorenliel , dcg.ig(*s <lc toute considerahou d'inliiiiniem petits, d’eva- 
nouissans, de limites et de iluxions, cl lérluile h l’Anafyse al^vbrifjucs dos quan> 
tités link’s, nouv. édit., revue et augmentée par FAuteiir, in-p, i 8 î 3 . 

LEÇONS SLR LE CALCL'I^ Ob:S FüîSCTIüAS, nouv. édition, 


i 5 fr. 
revue , 


corricoe et augmentée, in-8., 1806.. , 6fr. 5 oc* 

ük LA RÉSOLU riON OI-S EQUATIOIVS WUMERIQLES de tous les 

degrés, avec des Notes «or plusieurs {Miints de la théorie des Lquutions algebiiques, 
in*4. , 1808, nouvelle édition , revue, eorrîgéc et consiilérublemenl augmentée; 
Ouvrage adopté par J'L’ni'cisiié pour rensolenemt*nt <lans l'-s Lveees. ta fr, 

LACniVE. MAMKL DE TinCONOMÉTRIE PRATIQUE, revu parle» 
Professeurs du Cadastre, MM. Reyuaud, Haros, PUusol et noxon , et augmenté 
des Tables des Logarithmes à Piisage des Ingvnieuis du Cadastre, •! v. in-8. 7 Ir. 

LA HARPE. on la HcUtficusCj in-i8. 1 fr. 5 oc. 

LALANDE. TABLF-S DES L(KiARiTHIMKS pour les nombres et les sinus, etc. , 
revues par M. REYN AUD, Examinateur des Candidats de iT'cole Polytechnique , 
précédées de lu Trigonométrie analytique, par le meme, l vol. in-i8. a fr. 5 oc. 

» ■ y^ùrtgé de JVavisatirm bisloiique , ibeoiiepic et pratique, avec des Table» 
horaires pour connaitie le letnps viei par la hauteur du soleil cf des étoiles dans 
tous les temps de Tannée, etc., in- 4 . 34 

HISTOIRE CELF.STE FHAMIAISE. in.4. . lâfi. 

BinLIOCUAPHlE astronomique, 3 o li. 

LANGLET-DUFRKSNOY. Principes de l'Nistoire, pour IVducaiion de la jeu- 
nesse, etc. Amsterdam, 1760, 6 vol. petit in-8. 3 a Ir,. 

LANS et BETANCOLRT. Pssai sur la composition des Machines , in-4. » 
laplanch., 1808. la fr. 

L.APLACE, Pair do France, Grand-OfTicier de la I^'gion^rHonneur, Membre de 
rinslitiit et .du Bureau des Longitudes de France, etc. TRAITE DE MELA- 
NIQUE CÉLESTE, 4 avec trois Siipplénrens. ^ 66 fr. 

— Le quatrième voloine tle ccl Ouvrage, qui contient de plus la Théorie de 
rAciioii eapillairc cl un Supplément fuisanl suite au dixième livre de luSVIcca- 
nique céleste', se vend scparuucnt. 3 i fr. 


— (diaqiie Supplénietil stpaicincnl. 


3 fr. 5 o c. 

KXP\>siTi6N DU S^'iSTÉSiE DU MONDE, qnaircmc odiiion, revue 

et augmenr. , in-4.» i 8 i 3 , avec le portrait de l'Auteur. i 5 fr* 

— Le même Ouvrage , a vol. in 8 ., s«ns portrait. 13 fr. 

l'HÉORIK ANALYTIQUE Dfô PROBABlLiTTiS, in-4., «condeedit., 

i 8 r 4 , avec un Supplément imprimé en iSio. ao fr. 

ESSAI PHILOSOPHIQUE SUR LES PROBABILITES, troisième édit-, 

in-8 , i8t6. ^ 

LAROCHb:FÜUCAULT- LIANCOURT. Voyage dçns les Etats-Unis d’Aiuc- 
riqiic, faits «n î7t)3, 0<>. 97, 8 v«i|. in»S. 3 o fr 

A iJl.* A r 1 ■ 1 1 \7 T» fl î * nfti t f ^ f 


LASSALE. HYDROGRAPHIE DEMONTREE et appliquée h toutes les partie» 
du piJoiHpe, it Tusage des Élèves ou Asjurans de fa Marine militaire ou niât* 
chaïule, ini. . 6 fr. 

LASUITE. Plcmens d’yfrithntêtiqne y in-8. a fr. 00 c. 

LAVTROTTE. J)ecout’en’es philosophiques de lŸewton , in-4- 
LEFEVRE. Ingén|cur-Gt:om*lre en chef du dépariem-nt d’I!le-e!-\ illame. NOU- 
VEAU TRAITE GÉOMÉTRIQUE DE L ARPENTAGE, .M usage des per- 
sonnes (|ui se destinent h la mesure des terrains et an lève des plans et nivellement , 
truiiiènie édit, t ipvuc et auï^iiicTitce, 2 vol. in.8. , i8i I . avec a 5 plane. ^ ta fr. 
C’est sans contredit le meilleur Traité d’Arpcnt.ige et le plus complet qui ait en- 
core paru. . , ... 

LK 1 ■■KA^^ 0 IS. ESSAIS DE GEOMETKIE ANALYTIQUE, seconde cdit., 

revue et auainentée, I vol. in-8. -.c • . 

LF.GE.NDKE, Aleml'rc de l’Institut et de l.i Léj^ion-d’Honneur. ESSAI SLR LA 
'lilEOIUE DES NOMBRES, deuxième edii. , revue et considérablement aiig- 
mcniéc, i vol in-4., *« Supplément imprime en 181G. ai fr. 

» . I Le Supplément se vend séparément. 3 “• 


( ’O 

LEGEXDRK. NouvelU méthnde pour la dctcrminaiîon t\e$ Orbites tïo» ComJtM, 
aTcc un Supplément contenant divers pcrfeclionneinens de cc* méthodes, cl 
leur application aux deux Comètes de i 8 o 5 , 1806, iii-zj. ^ 6 fr. 

■ ■ Kxercices (T(t (Ja/cul intégral sur divers ordres de Iranscendantes et sur les 

Quadratures, avec qnatre »Supp!émcns , in- 4 * 4 ^'^ f**» 

— — LesfjuaiicSupplémcns, inipiiniisen i 8 i 5 ct 1816, se vendent siparcment, 26 fr. 

■' f’ilcmens fie Oeométrie^ in-8. 6 fr. 

LE(iENDRE (Arithmétieien). V.irithmvtique en sa perfectinn, mise en pratique 
scion i’usnpc des Financiers, Banqniers, etc., 1 vol. in-12, 1806. 3 fr. 

WoTA. Cet Ouvracc n’est pas du méiiic auteur que les pretedens. 

LbUR^tHV, , 6 vol. in-(^. ^ 72fr. 

MiEaaK. [>cs Fastes, ou les XJsapesde l'année, Poëiiie en id chants, in 8. 4 

LEOAARD DK Vl^CI. Essai sur ses Ouvrages Pliysico-Mathéniatiqties, avec 
des fragmens tirés de ses niamiscrits apportés d’iulie, par J. -B. \ciiluri, Pro- 
fesseur de Physique h Modène, in 3 fr. 5 o c. 

LEPACTE, Horloger du Roi. TRAITE D’IIORI.OGFRIE, contenant tout ce 
qui est nécessaire pour bien connaître cl pour rcgler les Pendules et les Montres, 
la dcsciiption des pièces d'Horlugerie les plus utiles, «le-, voluine in -4 » avec 
17 planches, 1767. ^4 

LEPILELÎR-D’ÂPLIGISY. iJArt de la Teinture des ÜIs et étoffes de colon, 
in-ia. I fr. 80 r. 

LIRES, Professeur de Physique au Lycée CharlemaTne, îi Paris, etc. HISTOIRE 
PHILOSOPHIQLE DES PROGRES DE LA PHYSIQUE, 4 vol. in-8., 

i8tieti8i4. , ao fr, 

■ ■-■Le qnairicine volume, qui vicptde paraître, se vend H’f>îirr*nient. 5 fr. 

—TRAITÉ COMPLET ET ELEMEM’AIRE DE PHYSIQUE, secon.le 

édition, revue, corricéc et considérablement auginentce, 3 >ol. m-8. avec lig. , 
i 8 i 3 . ' ’ ^ ,8 fr. 

INota. Tous les Journaux et les Savans en général ont fait le pins grand éloge d* 
tes deux Onvraecs. 

LIDOMNE. Jaù/es de tons les Dwiseurs des nombres calculés depuis un jiisqn’^ 
ccm deux mille, in-8., 1808. 0 fr. 

MAIINE-BIRAN. 11 NFLUE^CE DE L’HABITUDE sur la facdtiî de pensci j 
ouvrage qui a renipurié b* fu ix sur cette question p!Op,#iscc par la Classe des Sciences 
morales et politiques de ITnstitut national : D» terminer quelle est Piniluence de 
l’habitude sur la fucidlc dépenser, ou, eu d’autres termes, taire voir rcffei que 
produit, sur chacune de nos facultés intellectuelles, la Iréqueiitc répétition des 
mémos opérations , 1 vol. iii*^. 5 * fr. 

MAIRE et BOSCOVISCH. f^nyage astronomiqueetgéographi^et 'm-^. la fr. 
MAMLIUS. Astronomicon f libri qningue, édit. Pingre, 2 vul. în-8. :2 tr. 

MARCHAND, f^oyage , etc. ( Voycx FLEURIEU ). 

MARÉCHAL (le) de poche, qui appmul comment il faut traiter un Cheval en 
voyage, cl quels sont les aeci(fcos ordinaires qui peuvent lui arriver en route, etc., 
in-i8 , avccfeurcs. a fr. 5 o c. 

MASCHERO^NI. Géomé/n> du Çompasy in-8. 7 

-^—PROBLEMES DE GÉOMÉTRIE résolus de differentes manières, traduit 
do Titaiien , , vol. in-8. J fr. 

WAUDRU. ELÉMENS RAISONNES DE LA LANGUE RUSSE, ou prin- 
cipes généraux de la Grammaire appliqué» à la Langue russe, 2 vol. in-S. la fr. 
— système /.cclwre, 2 vol. in-8. et. allas. ^ 9 

V— JtVéme/is raisonnés de Lecture l’usage des Écoles primaires, in-8., figures. 

î fr. 5 q c, 

MAUDUIT. Introduction aux Sections comV/ues , pour servir de suite aux Élé- 
nieos de (xéoiiiétrie deM, Rivard, iii-S. (et autics Ouvrages du lucrac Auteur.) 3 £r. 
MÉMOIRE sur la Trigonométrie sphérique, et sou application à la confection des 
Caries marines et géographiques, par un Officier de PÉtui major de l'Armée du 
Rhin. 1 fr. 

MÉMOIRES de l'Institut de France. (Collection complète). 

yiiWAéO'L. Tableau de IHistoire romaine -, Ouvrage iJoslhume , ome' de 48 figure# 
qui en représentent les traits les plu:^ iméressaos, un vol. in-folio, papier velin, 
usures avant la lettre, cartonné. 36 fr. 

MISSIESSY , Vice-Amiral. Installation des f^aisseauxj in^., I^res. ai fr. 

I Arrimage des f^aisstaux , in-L, fie. ai fr. 

MOLLET. GNOMONIQUE GRAPHIQUE ,. ou Méthode élémentaire de 'I RA-. 
CER LES CADRANS SOLAIKÉS sur toutes sortes de plans , sans aucun calcul,^ 
et en ne faisant usage que deju règle et du compas, in-8., i 8 i 5 . avec planch. » 

I fr. 80 c. 

Etudes du CUly ou Connaissance des Phéaomèacs astronomiques^ ia-8* 6 fr. 
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WOKGE, S<!n»tenr. TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DE STATIQUE, l’nsag. 

dos Ecoles de la Marine , in-8 . , cinquicaie édition , rcvnc |iar M. Haehctte, Ins- 
tilutcur de TEculc Polytechnique, lâioj Ouvrage adopte par PUniversité, pour 
l'enseignement dans les Lycées. 3 fr. a5 c. 

APPLICATION DE ‘L’ANALYSE A LA GÉOMÉTRIE, à l’us-.ge de lE- 

colc Polytephniquo, in-4*» qjialrièmc édition, i6 Ir. 5o c. 

——GÉOMÉTRIE DESCRfrTlVE, Leçons données anx Ecoles Normales, nonv. 

édit. , avec un SOPPLÉMEjNT jiar M. ïlachctte, in-A. , i8ii , 35 pl. i5 fr. 

■ Le Supplément à la Géoniéirie descriptive, par M. Hachette , i vol. in-4*, avec 
1 1 planches , se vend sépaiéuient , G fr* 

^ Jyescrivtion deCuirl fabriquer les Canons y ^4 

JVIONRO. Traité d’Ostcologic y iraauit de l'anglais, a vol. grand in^ibUo , car- 
tonnes. 4^ 

WOINROY. Architecture pratique y \r\^. 5 fr. 

MONTEIRO-DA-ROCHA , Commandeur de l'Ordre du Christ, Directeur de 
POliscrvatoirc de PUniversiié de Coimbre , etc. MÉMOIRES SLR L’ASI RO- 
WOMIE PRATIQLE, tr;*d. du portugais, par M. de Meilo, i8o8. ? fr. 5«> c. 
MOWTLCLA. lUSTOlRE DF:S>lATllÉ\VTHIQLES,danslaqneilc oiiiend 
compte de leurs progrès depuis leur origine jusqu'à nos jours; où l'on expose le 
rablean et le développement des principales aécouvertes dans toutes les prirtu*s des 
Mathématiques; les contestations qui se sont élevées entre les Matbcmaticiuis , et 
les principaux traits de la vie des plus célèbres. Nouvelle éiUtion, consideialde- 
ment augmentée, et prolongée jusqu'à l'époque actuelle , achevée et publiée par 
JérAmc de l^alandc, 4 ^ol. in-^*» avec lig. G*j IV 

Nota. Cet Ouvrage est ce qui existe de plus complet jusqu'à présent sur cotte partie. 
MOROGLE. 'leictique navale y ou Iraité de» EvolutionI et tics Signaux, 

avec fiç. i5 ir. 

MOLSIALON. Morale des Poètes y où Pensées extraites des plus célèl>ret 
poètes latins et français, etc., in-ii, 181G. 3 fr. 5o c, 

NECESSAIRE, fie) ou’ Recueil complet de modèles de Lettres, h l’usage des per- 
sonnes des deux sexes; suivi de la Relation d'un Voyage instructif et inte^es^.:nt 
dans toutes les parties de l'Enropc, a vol. in-ia. 4 

NEVEU. Cours théorique et pratique des Operations de BanquCy cl des nou- 
veaux poiiis et mesures , in-8. 5 tr. 

NEWTON. Arithmétique universelle , traduite en français par M. Bcaudeux , 
avec des Notes explicatives, a vol. iii*4<, i4 pl< ^ 18 fr. 

“ Opuscula matnematica , 3 vol. in-4* 36 fr. 

NiEUrORT. A/é/an^es , a vol. în-4* fr» 

Pt'ouvelle théorie des Parallèles , avec un Appendice contenant la manière de 
perfectionner la Théorie des Parallèles , de A. M. Legendre , in-8. a fr, 

OEUVRES DE FRÉRET, de l’Académie des Inscnpttous et Belles— Lettres , nou- 
velle édit. , où l’on a réuni tous scs Ouvrages, an vol. petit in-ia. ao fr. 

œuvres de PLUTARQUE, traduites par M. Amiut, avec des Notes de 
MM. Brottier et Vauvilliers; nonvc*Io édition, revue, corrigée et augmentée 
de la version de divers frugmens de PluUirquc, par E. Clavier, a5 vof. iii-8. , 
ornés de figures en tailic-doucc, et de i3G médailluns d’après l'antique, lao fr. 
PARISOT. TRAITE DU CAl.CUL CONJECTURAL, ou l’Art de raùr.nner 
sur les choses futures et inconnues , in-4- , 1810. i5 fr. 

PAJOT-DES-CHARMES. L’Art du Blaucldment des toiles, fils et cotons de tous 
genres, i vol. in-8., avec 8 planches. 5 fr. 

PERSON. RECUEIL DE MECANIQUE et dcscriniion des Machines relatives 
à l'Agriculture et aux Arts, etc., i vol. in-^. , avec 10 planches. . 10 fr. 

POISSON , Membre de l'Institut, Professeur de Mathématiques à l’École Poly- 
technique et h la Facilité des Sciences de Paris, et Mcuibrc a'djoint du Bureau des 
Longitudes. TRAITÉ DE MÉC.\NIQUE, a vol. in-8. de pKis de 5oo pages 
chacun . avec 8 planches, i8i I. 12 fr. 

Ce Traité de Mécanique , le plus complet qui existe, a été' adopté par l’Ecole Poly- 
technique pour rinstvuction des Élèves. 11 renferme, en outre , les notions, de Sia- 
lique élémentaire qu’on exige des Candidats qui se destiuent pour ladite Ecole ou 
pour l'École Normale. . 

PÜMMIÉS. MANUEL DE L’INGÉNIEUR DU CADASTRE, contenant les 

connaUsanccs théoriques et pratiques otiies aux Géomètres en cliefs et à leurs colla- 
borateurs, pour exécuter le levé' général du plan des communes du Royaume, 
cooformément aux Insinictions du Ministre des Finances, sur le Cadastre de 
France; précédé d'un Traité de Trigouométrie rectiligne, par A. A. Rcynaud, 
I. vol. in-4- , la fr. 

PORTALIS (ils. Pu devoir de CHistorieny de bien considérer Je caractère et le génie 
de cliaque siècle, eu jugeant les grands bomuics qui y ont vécu* 9 Lv 





i’OIJLrT-'nEf JSLE, Profe8*cnr«lé’Majil>emqtiniies anLyccc h Orléans. APPLI* 
CATION OK i; AUÎKBRE A,I.A GEOMETRIE , in-8. , 1806’. 4 fr. 5 o c- 

RK(JIEH(^!IKS AUITHMETIQUrvS , trad. du latin de Guiiss, *8fi> 

PUlSSAjS'r, au Corps rf^al des Ingcnicurs-Gcopraphcs. 'TRAITE 

DK GÉODÉSIE , ou Exposition des >u-ihode$ astronomiques et iriponoineiri- 
ques , appliipuies soit ^ la mesure de la Terre , soit à lu confection du canevas de? 
Caitosct dc!^ Pl.'ins, i vol. in>.j. , avec 8 planches , i 8 o 5 . 18 fr. 

TRAITE DE TOPOGRAPHIE, D’ARPENTAGE ET DE NIVELLE- 
MENT . avec deux Supplciuens contenant la théorie de la Projection des Caries, 
ip' 4 *i Ouvrage adopte pur PCaiversite, pour renseignement duns les Lycées, 
Écoles secondaires , etc. 18 fr. 

Les deux Supplûucns au Traite de Topographie, contenant la Tbeorie de lü 
Projection des (jurles , se vciiHcnt séparément , G fr. 

Rp;Cl)ElL DE mVERSES PROPOSITIOINS DE GÉOMÉTRIE , rOolucs 

OU deiuontiecs par J’Analyse, pour servir de suite au Traite élémentaire de PAp- 
plicntion de i'Algèbtc à la Géométrie de Lacroix , in-8. a Ir. 

■ Ce même ornTuga , édition, considérahleincnt augmentée, et précédé d’un 
PRECIS SyR LE LEVE DES PI.ANS, in-8., 1809. G fr. 5 o c. 

TRAITE DE LA SPHÈRE ET DU CALENDRIER de Rivard, 7e édition, 

aiicnientée des Notes «le M. Puissant, in-8. , 1816. 4 f*** 

PDJOULX. Leçons tje Physique de l’tlcolc Polytechnique, in-8. 5 fr. 5 o c. 

QUARTIER DÉ REDCCTION ( nouveau ) h l'usage des Marins , augmenté 
d'une Instruciton abrégée sur la manière de s’en serv ir j grand Tableau iu- 4 * > très 
bien gravé, 181^. P/7x de lu douzaine er\ feuilles, G fr. 

RAMA PLEL. lactique navate , in-q. , 


avec pianch. 3 o fr. 

tbre de l'Institut , etc. Mémoire sur la formule barométrique de 
la Mécanique céleste, et les dispositions de l’atmosphère qui en modiüeut les pro- 


RAMOND^ Membre 


181 


1 a fr. 


prietes, etc., in-4* < 

RAYMOND. LETTRE A M. VILLOTEAU , touchant ses vues sur la possibilité 
et i'utiiitc d’une théorie c;raric des principes naturels de la Musique, etc. à fr. 
— KSSAI SUR LA DÉTERMINATION des bases physico-uiatbématiques de 
l'Art musical , etc. , in-8. a fr. 

REBOL) L. JVotes et Additions aux trois premières sections du Traité de Navigatiou 
rie Bczoui , in-8. 3 fr. 

liecueil de Tables utiles a la Navigation y traduit de l’anglais de Norie, par 
Violaine, in-8, i 8 i. 5 . • 5 ^*’* 

Religiott Ma ) chrétienne méditée, 6 vol. in-»î. 10 fr. 

RÈ^'TAU T. Principes généraux et raisonnés de la Grammaire française, nouvella 
édition, 1 gros vol. in-ia. a fr. 5 o c. 

REYN AU.D, Examinateur des Candidats de l'École Polytechnique. COURS DE 
MATHÉMATIQUF!S, comprenant : 

I®. ARTi'HME'l'lQUE , 6® édition , in-8. a fr. 5 o ç. 

a®. ALGÈBRE, section, 3 ® édition, in-8., 1810. 5 fr, 

3 ®. .ALGÈBRE, X® section , in-8.‘, i8io. Sfr. 

4 ®. TRIGONOMÈjTRIE ANALYTIQUE, précéiléc de la Théorie des Loga- 
rithmes, et suivie des 'l’ABLES DES LOGARITHMES des Nombres et de# 
Lignes trigonométriqnes de Lalande, etc. , in-i8. a fr. 5 o c. 

5 ®. Arithmétique \ l’usage des Ingénieurs du Cadastre, in-8. 5 fr. 

6®. 3 /aiiuel de L'Ingénieur du Cadastre y par MM. Pommius cl Reynaud, 
in-j^. lufr. 

^®. l^raité d* Arpentage de Lagrivc , avec les Notes de Reynaud, io-8. 7 fr. 

Notes sur Jlezout, par Rey'naud, 

8®. vfricAmétique r/e ^esonr, avec les Notes, 8® édition, in-8., 1816. 3 fir, 

9®. Géométrie </c Jîesout, avec les Notes , 2® édition , in-8. , 1812. Sfr, 

to*. Algèbre et application de l’Algèbre h la Géométrie dcBezout, avec les Notes , 
in-8. ,1812. . , Sfr. 

RIVARD, TRAITE DE LA SPHERE ET DU CALENDRIER, septième cdî- 

lion ( faite sur la sixième donnéepar M.de Lalande }, revue et augmentée de Notes 
et Additions, par M. Puissant, ôlBcicr supérieur du Génie , i vol. in-8. , avec 3 
planclics bien gravées, i8iG* 4 

fVÔSAZ. Elcmens théoriques et pratiques du Culcul des Changes étran* 
gersy rtc. , I vol. grand in-8, , 1809. 6 fr. 

ROSSÉL. (de) Calcul des Observations que Von fait en mer', Oimage fuisaot 
partie /le la Navig^itiou de Bczoïit, le tout formant un vol. in-8. , t 8 ] 4 * ^ 

ROY. Elcmens Equitation militairey nouvelle édition, in-ii. h fr. 5 o c. 

flU£UJ£< Opérations des Changes des priucipalcs placée de l’Europ*, ia-8* G (f* 


( > 4 ) 

KUCIIE P*YRAlVïrDALE;U),oti Mt-üiotlc Hc conduire les Abeilles de manière A en 
retirer chaque anmfc un panier plein de cire ou de miel , outre au moins un es** 
saim , etc. , par Pucmicdir , in-8. , a® edit. ,Vcvue et cousidcrahlenicnt angm. 3 fr. 

SACOMBE. ELEMEISS DE LASCIEKCE DEvS ACCOUCHEMENS , avec un 
'i'iaiti: sur les Maladies des l'emincs et des Enfans, un fort vol. in-ü, avec 
portrait. 5 fr. 

— LA LUCINIADE, i>oènic en dix chants, sur l’Art des Accoucheuiens, 

in-n. ifr. Soc. 

SAIIST- 5 IAUTIN. F.CCi: HOMO, vol. in-ia. i fr. 5 o c. 

— LE WUUVEL HOMME, l'^ous ne pouvons nous lire «jiic dans Oiiii liii- 

mcine, et nous comprendre rjiie dans sa propre splenilcur. Æ’cce Homo, |Kige lo) , 
vol. in-8. fr. 

— LE ChOCODILE, on la guerre du Bien et du Mal, arrivée sons le règne 

de Louis XV , vol. iii-S. 4 f"'- 

SCOPPA, Employé cxüaordinaire h l’Université, Membre de l’Acailémic rlrs Ar- 
cades, de celle arl linu Cwnsto Ae Palcrtiio, etc. LES VRAIS PRINCIPES DE 
L.N VERSIl'lCATIÜlV, dévclop|>és par un Examen cotuparatif entre la Langue 
italienne et la française. 

Un y examine et l’on v compare racccnt.rjui est la source de riiannnnie des vers; 

• la nature, la vcrsificalion et la musiiprc de ces deux langues On y faitvoir l’a- 

nalogie qui existe cntr’elles. — On piop ..sc les règh s pour composer des vers ly- 
riques , et les moyens d’accelércr les progrès de la Musitjue en Erance, etc. 

Trois gros vol. in-8. , avec ,'iG planches de Musique gravée. a 4 fr- 

— Le tome III , qui vient de parallic, coiitcuaiit les 56 planches de Musique, se 

vend séparément, ■ * , lo fr. 

Tous Its journaux , ainsique l’Institut de France , ont fait le plus grand elogt 

de cet. Ouvrage. . . • t- e j r v /• 

—Flémens de ta Grammaire italienne , nus h la portr o des Enfans de 5 a o ans ; 
Ouvrage en Dialogues, ilivisé en 36 Ler^ons , etc., etc. , in-i i. I Ir. 8o c. 

rances lies Écoles Normales, nouv. éiht. , i 3 v. in-8. et i v de planches. AS fr. 
ERVÜIS. Essai sur un nouveau mode d’exposiliou des Principes du Caleid rliffé- 


Srances 

SERVÜIS. Essai sur un nouveau 
rcnliel, etc., in-.^., 1814. 


2 fr. 5 o c. 


SHAKSPEAh'S I VVill.) Plays with ihc corrcciions and illustrations of varions 
commenta tors. To vvich a rc added notes by Sam. Joiihsoii and G. Sleevens ; 
a nevr niiton , with a glossaiial iiiilex, a 3 vol. 111.8. , Rasil. , 1800—1802. m fr. 
SIMPSOn. (Thomas J Élemens iT .(fiuifyse pratique, aui^racntés d’un Abrégé 
d’Arilliméliqiie, in-8. S fr. 

SMITH. Traité d'Optique , traduit de l’anglais par Duval-Lcroy , in-4. 24 fr. 

— Supplément audit Traité, par le même, iu-4. . 10 fr. 

— — Cours complet d'Ojilique, traduit par Pezenas , 2 vol. in-4. .reliés. 24 fr. 
SOULAS. La levée des Flans et l’Arpentage rendus faciles, î l’usage des Ar- 
penteurs, I vol. iu-i8., avee planch. 3 fr. 

SOULET. Harrc'me des /Irhilrages et des Changes , in-8. 6 fr. 

SPIFÜS. F-SSAI DK RECHERCHES ELEMKNTAIRF-S SUR LES PRE- 
MIERS PRINCIPES DE LA RAISON ir.-8„ .809. 

STAINVILLE, Répétiteur i l’Ecole Polviecbniqirc, etc. MELANGES D ANA- 
LYSE GÉOWETRKjUE ET ALGEfiHIQLE, 1 gros vol. iu-8., avec 8 plan- 
ches i8i5 efr. ,'ioc. 

STmLl^iGlIS\ 4 x^CnYElFT 0 JVLF.^'ClHF.R^T 10 T.IISEAIW.M TEH- 

Tll ORDIlVIÿ ; scquiiur illnstratin cjiisdem Iractatris, in-8. 7 fr. 5 o c. 

SUZANNE, Docteur ès-Seicnees, Professeur (le .Mathématiques an Lyepe Char- 
lemagne , à Paris. DE LA M.VNTEKE D’E'l UDIER LES MATHEMATL 
QUES ; Ouvrage destiné ii servir de guide aux jeunes gens , ceux surtout qui 
veulent approfondir cette Sriencc, ou rjui aspirent à être admis à 1 Ecole Normale 
ou à l’Ecole Polytechnique, 3 gros vol. in-8. , avec ligures. 18 fr. 5 o c. 

^Première tt te, PRliCEP l’I*^ GÉiNERAL. X et ARli HME riQDE j î* 
lion , consi(ieral>leinent anKinun?ce , in-8. ^ 

Seconde partie , ALQKRRE , in-8. b fr. 

— Troisième partie , GlîOMÉT RIE , in-8. 6 Ir. 5 o c. 

TABLES BAROMETRI(j|LIES, servant i ramener ^ nnc tetnperatnre donnée 

les hauteurs du baromètre observées à une tcmirératurc quelconque , broch. in-8., 


t8l2. 


I fr. 


TEDENAT Proviseur du Lycée de Nismes. LEÇONS ELEMENTAIRES 
D’ARlTUMÉ:noUEETD^ALGP.BRE,in-8. jff- 

LEÇONS L^MENTAIRES DE GEOMETRIE , m-8. 5 fr. 

Le/:ONS ^ÊMENTAIRES D’APPLICATION DE L ALGEBRE A 

LA GÉO-METRIE, et Ctdcqls difCétçuljaJ «1 inlegial , q toI. iu-3. » H- 


( i5 ) 

TH^lVKTVARD , Vice-Amiral. 3 it'moires relatifs a la Marine\ <{ r. pr. în-8. 3 o 

TUÉVEKeAU. cours D’ARlXilMiil'lAjCE à l’usage des Ecoles cenirales et 
du Conii|ierce, in-8. , _ 3 fr» 

THIOUT aîné, maître Horloger Ik Paris. TRAITÉ D’HORLOGERIE THEO- 
RIQUE ÉT PRATIQUE , approuvé par l’Académie royale des Sciences, n vol. 
in' 4 * . ^■'^cc Qi planches, ï 74 i* 3 G fr. 

TRIKCANO. Klt mens de I^ortification , a vol. in-8. i 5 fr, 

yfrithmétique ^ in-H. ^ 5 fr. 

J'risertion (la) et la rnultisection de VArc pour la règle cl le compas seulement , 
par P. , in-8. i fr. 

VALMüNi de BOMARE. Diclinnnaire raisonné universel d’Jiistoire natw^ 
relie , i 5 vol. in 8., nouvelle édition. bu fr. 

VAUCHER. Histoire des C^*n ferves d'eau douce , in-^. , avec fig. la fr. 

VEGA. Tabulœlo^rithmico-'tri^onomctricœf a vol. in-8. 33 fr. 

— Thésaurus etijoffaritkmnrum completus , in-fol. 6o fr, 

VIEL. Des fondemens des fiâtimens publics et particuliers, in- 4 - a fr. Soc. 

\I 0 LAEVE., 41 ECUEIL de TABLES utiles A la NAVIGATION, tra^ 

duii <le l’anglais de Junh Williaiii Norir , Profes.seui irHydrographie à Lomltvs^ 
précédé d'iin Abrégé fie Navigation pratique, contenant ce qui est nécessaire cl in- 
iiispcnsahJe à toutes les classo de iVI irins ^ enrichi de plus, d’tm Vocabulaire des 
terinos les plus usités dans lu Marine^ le tont extrait des meilleurs Auteurs français, 
anglais, espagnols, etc. ; recueilli, mis en orrlre, et augmenté de remarques et ob- 
servations Douvellts, par P.-A. Violaine , cx-Commissaire de Murine, Vrofesseuc 
de Mathématiques et de Navigation , etc. j i vol. in-8. , trèd bien imprimé, beau 
papier, ï 8 i 5 . 9 fr. 

Nota. Cei Ouvraçe est extrêmement utile ponr les Marins. 

VOIRON. HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE depuis 1781 jnsqu’à 1811, pour 
servir de suite à rHisioire de l'Astronoudc de Bailly, in* 4 * ,1811. la fr. 

Nota. Cet Ouvrage est indispensable aux personnes qui possèdent les 5 vol. dâ 

rAstronomic de Bailly. 

VOLNKY , Pair de Emnce, Membre de ITnstilut , etc. VOYAGE EN SYRIE E T 
EN ÉGYPTE pcndatxi l.-t années 1783, 84, 85 } 4 * ^^‘J*** » ^''ol. in- 8 . , 1807. la fr. 

— LES RUINÉS, ou Médiuition sur les Révolutions «les Eimnrcs, 5 « édition, 

revue cl aiicmcnlcc par l’Auteur, i vol. in-8. ,, belle édition , 1817. () fr. 

^—LEÇONS D'HISTOIRE prononcées à l’École Normale en l’an III de la Ré- 
publique fianc.use ; Ouvrage éiénientuire , contenant des vues neiivis sur la natui*€ 
de l'Histoire, etc. , accontpugiié de Notes , et de trois plans relatifs à l’art de cons* 
truire les .salles d’ussemblecs publiques et délibérantes , 1 vol. tu-8. , nouvelle édi- 
tion, 1810. . 4 1^*^* 

'l’ableau du clim.'it du sol des États-Unis d’Amérique, a vol. in>8. 9 ff. 

— Simplilication des Langues orientales, ou metbode facile d’apprendre les Lan* 
gués arabe , persane et turque, il^8. 5 fr. 

— Recberclies iiouvel cs sur l'Hiatoirc ancienne , 3 vol. in*8. , i 8 i 5 . i 5 fr. 

— Questions de Statistique jk l’usage des VoyageUfS , in-8. , l 8 i 3 . 78 c. 

■ ■ — La Loi naturelle , ou Catéchisme du Citoyen français, i vul. in-18. 1 fr. ‘a 5 c. 

Voyages du Professeur PaJLs , 8 vol. in-8. et atlas. * bofr. 

VUILLIEH. Arithméti//ue iU^uvcitc par un Enfant de dix ans, ou manière d’en- 
seigner rArilbmctique .tux Enfans, in-8. 4 

AV'RONSKI, Officier supérieur au service de Rnssic. Introduction h la Philo^ 
Sophie des A/ax/rcmatn/ues , et Tccbnie de l’Algorithmie, 111*4. 1 ^8ii. i 5 fr. 


Parmi les Ouvrages anciens ou rares qui se trouvent en petit nombre li ma 
Librairie mathématique, on distingue particulièrement les suivuiis : les Ouvrages 
luathématiques d’/:«/er , Daletnbert ^ , Descartes, Bernoulli^ 

Kepler J Ticho , Termat , Leibnitz, Galilee , Papous, Huygens , f^iete , 
Boscovick , Agnesi, ïVallis, ff^olff, Sgravesanae , Cramer, Cassini , 
A'^eper, Mersenne, Cavalerius, Ptolémce , Kircker, Taylor , Simpson , 
Saunderson , Emerson, etc, , etc. ; diverses éditions d’/?«c/iV/e, de Diophante, 
A'' Archimède , S' Appnllonius, — Les Mémoires de l'Académie des Sciences 
de Paris, Berlin, Pétersbourg, 7 un>i, les Méiuoiies de l’Instiiat, les Tran- 
sacUoos philosophiques de Lonuhçs > ttc. 


I 
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JOURNAL DE PHYSIQUE, DE CHIMIE , D’HISTOIRE NATURELLE 
ET DES ARTS, aTcc des planches en laille-douce ; rédige par J.-C. Delainctherie, 
Professeur au Collège de France ; Ouvrage périodique qui parait tous les mois 
par cahier de dix feuilles d’impression , format in-4- , ce qui forme deux volumes 
par an. 

Prix de l’abonnement pour Paris, 37 fr. pour un an , 33 fr. pour les départemens , 
et 39 fr. pour l’étranger. 

On peut se procurer des Collections complètes, des volumes, et même des Numéros 
séparés dudit Journal de Physique. 

Il a paru jusqu’à ce jour 83 volumes de cet important Ouvrage , qui renferme 
la plus grande partie des Mémoires curieux et inlécessans qui ont été publiés flepuis 
vingt-cinq ans, sur la Physique, la Chimie, l'ilistoire naturelle etles Arts, etc. 
— Le prix de chaque volume , contenant six mois , est de * i 4 fr. 

ANNALES DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES. rédigées 

S ar M.-J.-D. Gergonne, Professeur au Lycée de Nismes , etc.; Ouvrage pério- 
ique, qui parait tous les mois , par Cahier de 4 ^ 5 feuilles d’impression, in- 4 '’- 
Il a paru jusqu’à ce jour six volumes de cet Ouvrage , qui repferme beaucoup de 
Mémoires curieux sur les Sciences Physiques et Mathématiques. 

Prix des six volumes, 108 fr. 

Chaque volume séparé , 18 fr. 

Le prix de l’abonucment annuel est de 31 fr. pour toute l’étendue de la France , 
et de 34 fr. pour l'étranger; le tout franc de port. 


Ouvrages sous presse chez, le même Libraire, pour paraître fin de 

Juillet 1817 . 

HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE ANCIENNE, par M. Delambre, Membre 
de l’Institut, Professeur au Collège de France, etc., 3 vol. in-é. avec planches. 
VOYAGE ASTRONOMIQUE fait en Espagne par ordre du Bureau des Lon- 
gitudes de France, rédigé par MM. Biot et Arago, Membres de l'Institut. 
. ( Ouvrage formant le tome IV de la Base du Système métrique de M. Delambre. ) 
I vol. in-4. 


Nota. On se charge à l'adresse ci-desions de toutes les tupres- 
ÿiont , de quelle nature qu' elles soient. 
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